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我们具体地阐述了 Herbrand和 Ribet关于分圆域类群中特征分量的结果. 对偶数 k ∈ [2, p −
3], Herbrand–Ribet定理断言

A(1−k) 6= 0 ⇐⇒ p | Bk,

其中 A是 Q(ζp)的类群的 p-primary part. Herbrand的方向利用 Stickelberger理想对类群的零化作
用,将 A(1−k) 6= 0转化为广义 Bernoulli数的消失,再由 Kummer同余推出 p | Bk.

Ribet 的逆向证明从 Eisenstein 级数之间的模 p 同余出发, 利用 Deligne–Serre 提升引理构造
weight-2, level-p的正规尖特征形式. 随后通过相伴的 p-adic Galois表示和 Ribet引理选取适当的
稳定格,得到一个非分裂的剩余表示 (

1 ∗
0 ωk−1

)
.

Raynaud 的有限平坦群概形唯一延拓定理用于证明该表示在 p 处半单, 从而构造出 Q(ζp) 上处

处非分歧的非平凡 p-初等 Abel 扩张, 其 Galois 群上的 ∆-作用由 ω1−k 给出. 类域论于是推出
A(1−k) 6= 0.
最后,我们说明了这一结论的现代上同调表述.
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设 p为奇素数. 令

• A表示类群 Cl(Q(ζp))的 p-primary part,即 p-Sylow子群

Cl(Q(ζp))[p
∞] :=

¶
[a] ∈ Cl(Q(ζp))

∣∣∣ apn = (α) is principal ideal, ∃n ∈ Z≥0

©
;

• ∆ = Gal(Q(ζp)/Q) ∼= (Z/pZ)×,其同构由 a 7→ σa, σa(ζp) = ζap 给出;
• ω : ∆→ Z×

p 为 Teichmüller特征,满足 ω(δ) ≡ δ (mod p),其中 δ ∈ ∆视为 (Z/pZ)× 中的元
素.

我们一般不区分 ω(σa)和 ω(a).
由于 p ∤ |∆|, 由 Maschke 定理, 群环 Zp[∆] 是半单的, ∆ 的全体不可约表示恰是 ωi, i =

0, 1, · · · , p− 2. 因此,有一组正交幂等元:

{ei}p−2
i=0 , ei =

1

p− 1

∑
δ∈∆

ω(δ)−iδ ∈ Zp[∆],

即它满足

eiej = 0, e2i = ei,

p−2∑
i=0

ei = 1, (∀i, ∀j 6= i).

这诱导了 Zp[∆]的半单分解:

Zp[∆] =

p−2⊕
i=0

Zpei.

将其作用在 A上,得到 A的分解 A =

p−2⊕
i=0

A(i),其中

A(i) := eiA =
{
a ∈ A

∣∣∣ δ(a) = ω(δ)ia, ∀δ ∈ ∆
}
.

Kummer在他研究 FLT的时候证明了

Thm 0.1 (Kummer) A 6= 0当且仅当 p整除某个Bernoulli数,即 p整除Bernoulli数B2, B4, · · · , Bp−3

的分子.

现在我们将结果细化到特征分量的层面.

Thm 0.2 (Herbrand–Ribet) A(1−k) 6= 0 ⇐⇒ p|Bk,其中 2 | k且 2 ≤ k ≤ p− 3.

Herbrand [Her32]证明了方向⇒, Ribet [Rib76]证明了方向⇐.

1 Bernoulli Numbers

Def 1.1 Bernoulli数 Bn由生成函数

t

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn
tn

n!

2
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定义. 例如 B0 = 1, B1 = −
1

2
, B2 =

1

6
.

Def 1.2 Bernoulli多项式 Bn(X)由生成函数

teXt

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn(X)
tn

n!

定义. 于是

Bn(X) =
n∑

i=0

(
n

i

)
BiX

n−i.

例如 B1(X) = X − 1

2
, B2(X) = X2 −X +

1

6
.

Def 1.3 设 χ是导子为 f 的 Dirichlet特征. 广义 Bernoulli数 Bn,χ由

f∑
a=1

χ(a)
teat

eft − 1
=

∞∑
n=0

Bn,χ
tn

n!

定义.

Prop 1.1 若 g是 f 的任意正倍数,则

Bn,χ = gn−1
g∑

a=1

χ(a)Bn

(
a

g

)
.

Proof. 比较生成函数. 由 Bernoulli多项式的定义,

∞∑
n=0

gn−1
g∑

a=1

χ(a)Bn

(
a

g

)
tn

n!
=

g∑
a=1

χ(a)
1

g

gteat

egt − 1
.

写 g = hf 且 a = b+ cf ,其中 1 ≤ b ≤ f , 0 ≤ c ≤ h− 1. 因为 χ(b+ cf) = χ(b),上式等于

f∑
b=1

h−1∑
c=0

χ(b)
te(b+cf)t

efht − 1
=

f∑
b=1

χ(b)
tebt

eft − 1
=

∞∑
n=0

Bn,χ
tn

n!
.

比较 tn的系数即得.

Lemma 1.2 L(1− n, χ) = −Bn,χ

n
, n ≥ 1.

Proof. 由 Hurwitz zeta函数的特殊值公式

ζ(1− n, x) = −Bn(x)

n

以及

L(s, χ) = f−s
f∑

a=1

χ(a)ζ

(
s,
a

f

)
,

3
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得到

L(1− n, χ) = fn−1
f∑

a=1

χ(a)ζ

(
1− n, a

f

)
= − 1

n
fn−1

f∑
a=1

χ(a)Bn

(
a

f

)
.

由 Prop 1.1取 g = f ,右边等于 −Bn,χ

n
.

Eg 1.1 若 χ是模 p的 Dirichlet特征,则

L(0, χ) = −B1,χ = −1

p

p∑
a=1

χ(a)
(
a− p

2

)
,

且

L(−1, χ) = −B2,χ

2
= − 1

2p

p∑
a=1

χ(a)

(
a2 − pa+ p2

6

)
.

Lemma 1.3 令
Sm(n) = 1m + 2m + · · ·+ (n− 1)m.

则

(m+ 1)Sm(n) =
m∑
k=0

(
m+ 1

k

)
Bkn

m+1−k.

Proof. 由生成函数计算,

∞∑
m=0

Sm(n)
tm

m!
=

n−1∑
a=0

eat =
ent − 1

et − 1

=

( ∞∑
l=1

nl
tl−1

l!

)( ∞∑
k=0

Bk
tk

k!

)
.

比较 tm的系数,得
Sm(n)

m!
=

m∑
k=0

Bk

k!

nm+1−k

(m+ 1− k)!
.

两边乘以 (m+ 1)!即得.

Prop 1.4 pBm是 p-整的. 若 (p− 1) ∤ m,则 Bm是 p-整的.

Proof. 对m归纳. 由 Lem 1.3取 n = p并重排,有

Sm(p) = pBm +

(
m

1

)
Bm−1

p2

2
+

(
m

2

)
Bm−2

p3

3
+ · · ·+B0

pm+1

m+ 1
.

归纳假设给出 pBj 对 j < m都是 p-整的. 因此右边除第一项外的所有项都是 p-整且模 p为 0,从
而 pBm也是 p-整,并且

pBm ≡ Sm(p) (mod p).

4
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若 (p− 1) ∤ m,则

Sm(p) =

p−1∑
a=1

am ≡ 0 (mod p),

所以 pBm ≡ 0 (mod p),即 Bm是 p-整的.

Lemma 1.5 若m为正偶数且 p ≥ 5,则

pBm ≡
p−1∑
a=1

am (mod p2).

Proof. 仍使用 Lem 1.3中 Sm(p)的展开. 对 k ≥ 2,项(
m

k

)
Bm−k

pk+1

k + 1

的 p-进阶至少为 2,因为 pBm−k 是 p-整且 k − ordp(k + 1) ≥ 2. 对 k = 1,若m > 2,则 Bm−1 = 0;
若m = 2,该项为 2B1p

2/2,也被 p2整除. 因此

Sm(p) ≡ pBm (mod p2).

由于 Sm(p) =
∑p−1

a=1 a
m,结论成立.

Prop 1.6 (Kummer) 若m ≡ n 6≡ 0 (mod p− 1),则

Bm

m
≡ Bn

n
(mod p).

Proof. 取 g为模 p的原根. 考虑

F (t) =
gt

egt − 1
− t

et − 1
=

∞∑
m=1

(gm − 1)Bm
tm

m!
.

令 u = et − 1,则

F (t) = tG(u), G(u) =
g

(1 + u)g − 1
− 1

u
=

∞∑
r=0

cru
r, cr ∈ Z(p).

于是

G(et − 1) =
∞∑
r=0

cr(e
t − 1)r =

∞∑
m=1

Am
tm

m!
,

其中 Am 都是 p-整的. 进一步, (et − 1)r 的系数是整数 rm 的整线性组合,因此由 Fermat小定理,
Am+p−1 ≡ Am (mod p).
比较 F (t) = tG(et − 1)中 tm的系数,得

(gm − 1)
Bm

m
= Am−1.

5
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若 (p− 1) ∤ m,则 gm − 1 6≡ 0 (mod p). 因而
Bm

m
是 p-整的. 又当m ≡ n 6≡ 0 (mod p− 1)时,

gm − 1 ≡ gn − 1 (mod p), Am−1 ≡ An−1 (mod p).

于是
Bm

m
≡ Bn

n
(mod p).

2 Herbrand’s Theorem

Stickelberger’s Theorem

对一般的 Abel数域 F ,设 G = Gal(F/Q)为其 Galois群. 由 Kronecker–Weber定理,存在正
整数 n使得 F ⊆ Q(µn) = Fn,记 Gn = Gal(Fn/Q),则有限制同态:

resn : Gn → G, σ 7→ σ|F .

Def 2.1 对分圆域 Fn = Q(ζn),其 Stickelberger元素定义为:

θ(Fn) =
1

n

n∑
a=1

(a,n)=1

aσ−1
a ∈ Q[Gn].

对一般的 Abel数域 F ,其 Stickelberger元素定义为:

θ(F ) =
1

n

n∑
a=1

a · resn(σ−1
a ) ∈ Q[G].

Def 2.2 Abel数域 F 的 Stickelberger理想 I(F )定义为:

I(F ) = θ(F )Z[G] ∩ Z[G]◁ Z[G].

对于分圆域 F = Fm结果类似;此时 I(Fm)可由 (a− σa)θ(Fm)生成.

这本质上就是 Z[G]中所有形如 θ(F ) · x的元素组成的理想.

Thm 2.1 (Stickelberger) 对任意 Abel数域 F , Stickelberger理想 I(F )零化 Cl(F ),即

I(F ) · Cl(F ) = 0.

Proof. [Was12, Thm 6.10].

Eg 2.1 若 F 是全实 Abel数域,则:

θ(F ) =
ϕ(n)

2[F : Q]

∑
σ∈G

σ.

6
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我们显然可以在 Q ↪→ Qp 下讨论 Stickelberger 理想, 此时 Ip = I(F )Zp[∆] 恰好是 I(F ) 在

Zp[∆]中的扩张,依旧零化 A.
我们来看 Herbrand的证明. 记 θ := θ(Q(ζp))是 Stickelberger元,

Proof of Thm 0.2,⇒. 首先证明对任意 (b, p) = 1, (σb − b)θ ∈ Ip. 这是因为 σb − b ∈ Zp[∆],且

(σb − b)θ =
1

p

p−1∑
a=1

aσ−1
a σb −

1

p

p−1∑
a=1

abσ−1
a

=
1

p

p−1∑
c=1

(c−1b mod p)σ−1
c −

1

p

p−1∑
d=1

b(d−1 mod p)σd

=
1

p

p−1∑
k=1

(
(bk−1 mod p)− b(k−1 mod p)

)
σk ∈ Z[∆] ⊂ Zp[∆].

其中我们做了变量替换 c = a−1b (mod p)和 d = a−1 (mod p). 既然 Ip 零化 A,那让 (σb − b)θ作
用在 A(1−k)上就应该为零. 对任意 x ∈ A(1−k),由定义有 σa(x) = ω(a)1−kx,故:

σbσ
−1
a (x) = σb(ω(a)

k−1x) = ω(b)1−kω(a)k−1x.

代入,注意到 B1,χ =
1

N

N∑
a=1

χ(a)a,有

(σb − b)θ · x =
1

p

p−1∑
a=1

aσbσ
−1
a (x)− 1

p

p−1∑
a=1

abσ−1
a (x)

=
(
ω(b)1−k − b

)(1

p

p−1∑
a=1

aωk−1(a)

)
· x

=
(
ω(b)1−k − b

)
B1,ωk−1 · x = 0.

但是存在 b ∈ (Z/pZ)× 使得 ω(b)1−k 6≡ b (mod p), 即 ω(b)1−k − b 是 Z×
p 中的单位. 这是因为

p− 1 ∤ k时, F×
p 中不可能每个元素的阶都整除 k.

现在计算 B1,ωk−1 与普通 Bernoulli数的同余. 由 Lem 4.2,有 ω(a) ≡ ap (mod p2). 令

t = 1 + p(k − 1).

则 t为正偶数, t ≡ k (mod p− 1),且 t ≡ 1 (mod p). 因为
p−1∑
a=1

ωk−1(a) = 0,有

B1,ωk−1 =
1

p

p−1∑
a=1

aωk−1(a) ≡ 1

p

p−1∑
a=1

at ≡ Bt (mod p).

这里最后一步使用了 Lem 1.5. 再由 Prop 1.6,

Bt = t
Bt

t
≡ tBk

k
≡ Bk

k
(mod p).

7
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若 A(1−k) 6= 0,则 B1,ωk−1 ≡ 0 (mod p),因此 p|Bk.

3 Statement of Ribet’s Result

Thm 3.1 (Ribet, 1976) 设 k ∈ [2, p− 3]为偶数. 若 p|Bk,则 A(1−k) 6= 0.

我们遵循 Ribet的原始证明思路,之后固定 k ∈ [2, p− 3]为偶数. 首先将解释如何将这一结论
归结为构造一个具有特定性质的 Galois表示.

Thm 3.2 设 p|Bk. 则存在 Galois扩张 F/Q包含 Q(ζp),满足

i. 扩张 F/Q(ζp)处处非分歧;
ii. 群 H = Gal(F/Q(ζp))是非零有限维 Fp空间,即 H ∼= (Fp)

n, n > 0;
iii. ∀σ ∈ Gal(F/Q),记 σ̄ ∈ ∆为其在 Q(ζp)上的限制,有

∀τ ∈ H, στσ−1 = ω(σ̄)1−k · τ.

Proof of Thm 3.2⇒ Thm 3.1. 令 K = Q(ζp). 商群 A/pA是 K 的理想类群的最大 p-初等商. 令
L/K 为最大处处非分歧的 p-初等 Abel扩张. 由于 K 的类群有限, L/K 是有限扩张,且类域论给
出 Fp-空间的同构

ψ : A/pA
∼−→ Gal(L/K).

首先说明 L/Q是 Galois扩张. 对任意 σ ∈ GalQ,因为K/Q是 Galois扩张,共轭域 σ(L)仍包

含K. 而且 σ(L)/K仍然处处非分歧,其Galois群仍是 p-初等Abel群. 由L的最大性有 σ(L) ⊂ L.
对 σ−1应用同一论证得到反包含,因而 σ(L) = L. 所以 L/Q是 Galois扩张.
下面说明 ψ 与 ∆ = Gal(K/Q) 的作用相容. 在 A/pA 上, σ̄ ∈ ∆ 通过理想共轭作用; 在

Gal(L/K)上, σ̄ 通过共轭作用. 具体地,取 σ̄ 在 Gal(L/Q)中的一个提升 σ̃,并对 x ∈ A/pA选取
一个由理想类 [a] ∈ A给出的提升. Artin符号与域自同构相容,因而在本文采用的 Artin映射约定
下,

ψ(σ̄x) = σ̃ψ(x)σ̃−1.

右端与 σ̃的选取无关,因为两个提升之差属于 Abel群 Gal(L/K). 因此 ψ是 Fp[∆]-模同构.
现在设 F/Q满足 Thm 3.2. 因为 F/K 处处非分歧,且

H = Gal(F/K)

是非零 p-初等 Abel群,由 L的最大性有 F ⊂ L. 限制映射给出非零满射

Gal(L/K) ↠ H.

又因为 F/Q是 Galois扩张,这个限制映射与 ∆的共轭作用相容. 结合 ψ,得到一个 Fp[∆]-模满射

A/pA↠ H.

8
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由条件 (iii), ∆在 H 上通过特征 ω1−k 作用. 换言之,

e1−kH = H,

其中 e1−k 是与 ω1−k 对应的幂等元,下标按 p − 1取模. 对任意 h ∈ H ,取 a ∈ A/pA映到 h,则
e1−ka仍映到 e1−kh = h. 因而限制映射诱导满射

(A/pA)(1−k) = e1−k(A/pA) ↠ H.

由于 H 6= 0,得到 (A/pA)(1−k) 6= 0.
最后, p ∤ |∆|保证幂等元分解与模 p商相容,所以

(A/pA)(1−k) ∼= A(1−k)/pA(1−k).

左端非零立即推出 A(1−k) 6= 0. 这正是 Thm 3.1的结论.

Thm 3.3 设 p|Bk. 则存在有限扩张K/Fp和连续表示 ρ : GalQ → GL(2,K),满足

1. ρ在所有素数 ` 6= p处非分歧;

2. ρ是 ωk−1对于平凡特征的扩张,即存在非平凡的 γ : GalQ → K 使得 ρ ∼

(
1 γ

0 ωk−1

)
;

3. p整除 im ρ的阶;
4. p不整除 im ρ|Dp 的阶.

Remark. 注意,这里的 γ 不是群同态而是 1-cocycle,即交叉同态;但是限制在 kerωk−1 上是群同

态.

Proof of Thm 3.3⇒ Thm 3.2. 默认 (1)指代 Thm 3.3中的条件,而 (i)指代要证的结论.
取 ρ : GalQ → GL(2,K),K/Fp满足 Thm 3.3的条件,构造如下域扩张图:

F = EQ(ζp)

Q(ζp) = Qkerω
E = Qker ρ

L = Qker(ωk−1)

Q

我们来证明域图中的 F 即为所求.
首先,证明 E ∩Q(ζp) = L. 方向 ⊇显然. 注意到

E ∩Q(ζp) ⊂ L ⇐⇒ ker(ωk−1) ⊂ ker ρ kerω,

9
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取 σ ∈ kerωk−1, 那么 ω(σ)k−1 = 1. 设 ω(σ)的阶为 d, 则 d|p − 1, (d, p) = 1, 且 σd ∈ kerω. 在
kerωk−1上, γ 是群同态. 取整数m使得md ≡ 1 (mod p),并令 τ = (σd)m. 则 τ ∈ kerω,且

γ(τ) = mγ(σd) = mdγ(σ) = γ(σ).

因此 ρ(στ−1) = I2. 我们于是有了

σ = (στ−1)τ ∈ ker ρ · kerω, E ∩Q(ζp) = L.

现在取 H := Gal(F/Q(ζp)) ∼= Gal(E/L),对应正合列:

1→ Gal(E/L)→ im ρ→ imωk−1 → 1,

故 H ∼= im γ
∣∣
kerωk−1 ⊆ K. 该像非零. 否则 γ 在 kerωk−1 上为零, 从而降为有限群 imωk−1 上的

1-cocycle;但 | imωk−1|与 p互素,所以 H1(imωk−1,K) = 0,这迫使扩张分裂,与 Thm 3.3中的非
平凡性矛盾. 因此 H 是非零有限维 Fp-空间,满足 Thm 3.2中的条件 (ii).
现在来证明 (i),这只需要 E/L处处非分歧. 由 (1),在 ` 6= p处 ρ(Iℓ)平凡,那么 `处 ωk−1 也

非分歧,从而 L/Q在 `处非分歧. 又因为 ker ρ ⊂ kerωk−1, E/Q也在 `处非分歧,故 `处 E/L非

分歧.
现在来看 p处. 由条件 (4), p ∤ |ρ(Dp)|,故 p ∤ |ρ(Ip)|. 要证 E/L在 p处非分歧,只需取

σ ∈ Ip ∩ kerωk−1

并证明 ρ(σ) = 1. 对这样的 σ,有

ρ(σ) =

(
1 γ(σ)

0 1

)
.

若 γ(σ) 6= 0,则 ρ(σ)是非平凡幺幂矩阵,在特征 p中阶为 p,与 p ∤ |ρ(Ip)|矛盾. 因此 γ(σ) = 0,即
ρ(σ) = 1. 这证明了 E/L在 p处非分歧,从而得到 (i).
最后证明 (iii). 对任意 σ ∈ Gal(F/Q),记 σ̃为 σ在 GalQ 中的提升, σ̄为 σ在 ∆中的限制. 简

记 c = ω(σ̄)k−1 = ω(σ̃)k−1. 对任意 τ ∈ H ,它和 t ∈ im γ
∣∣
kerωk−1 ⊆ K 对应,即 ρ(τ) =

(
1 t

0 1

)
.

若 ρ(σ̃) =

(
1 u

0 c

)
,则

ρ(σ̃τ σ̃−1) = ρ(σ̃)ρ(τ)ρ(σ̃)−1

=

(
1 u

0 c

)(
1 t

0 1

)(
1 −uc−1

0 c−1

)
=

(
1 c−1t

0 1

)
.

故 στσ−1 = ω(σ̄)1−kτ .
现在我们只需要找满足上述条件的 Galois表示即可.

10
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4 Eigenforms

回顾对 F×
p 上面非平凡的偶特征 χ,我们有如下的 weight-2 type-χ的 Eisenstein级数

G2,χ =
L(−1, χ)

2
+
∑
n≥1

∑
d|n

χ(d)d qn,

s2,χ =
∑
n≥1

∑
d|n

χ
(n
d

)
d qn.

这两个形式构成 Eisenstein空间 E2(Γ1(p), χ)的一组基. 注意 s2,χ是一个半尖形式.
对 F×

p 上面非平凡的奇特征 χ,我们有如下的 weight-1 type-χ的 Eisenstein级数

G1,χ =
L(0, χ)

2
+
∑
n≥1

∑
d|n

χ(d)qn.

以上三个形式的系数定义在 Q(ζp−1)上. 令 p为 Q(ζp−1)中 above p的任一非分歧素理想. 可
以证明上述 Eisenstein形式的系数都是 p-整的.

对于平凡特征 χ = 1,我们有Mk(Γ0(p)) =Mk(p, 1)中的 Eisenstein级数

Gk = −Bk

2k
+
∑
n≥1

∑
d|n

dk−1qn, k ≥ 4.

Lemma 4.1 (Hensel) 设 R关于理想 I 完备, f(x) ∈ R[x].

1. 若存在 a ∈ R使得 f(a) ≡ 0 (mod I)且 f ′(a) ∈ R× (mod I),则存在唯一 b ∈ R使得 b ≡ a
(mod I)且 f(b) = 0.

2. 更一般地,若 f(a) ≡ 0 (mod f ′(a)2I),则存在 b ∈ R使得 b ≡ a (mod f ′(a)I)且 f(b) = 0.
若 f ′(a)可逆,则这样的 b唯一.

Lemma 4.2 对 (n, p) = 1,我们有 ω(n) ≡ np (mod p2),这里 p ∈ ΣQ(ζp−1) above p如上所述.

Proof. 在 Q(ζp−1)中, p完全分裂. 因此 Q(ζp−1)p ∼= Qp,且 p在局部环中由 p生成. Teichmüller值
ω(n)是满足

xp−1 = 1, x ≡ n (mod p)

的唯一根.
令 u = np. 因为 (n, p) = 1,由 Fermat小定理 np−1 = 1 + pt, t ∈ Zp. 于是

up−1 = np(p−1) = (1 + pt)p ≡ 1 (mod p2).

同时 u ≡ n (mod p). 现在我们可以对 f(x) = xp−1 − 1应用 Hensel提升 Lem 4.1.
更精确地, 因为 f(u) ∈ p2Zp 且 f ′(u) = (p − 1)up−2 ∈ Z×

p , Newton迭代中第一步以及之后
每一步的修正项都属于 p2Zp. 因此得到的精确根 b满足 b ≡ u (mod p2). 由于 b ≡ n (mod p),由

11
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Teichmüller根的唯一性知 b = ω(n). 因此

ω(n) ≡ np (mod p2).

现在我们来具体阐述 Ribet对于一个 weight-2 level-p的特征尖形式的构造,它满足某些很好
的性质. 我们取 k ∈ [2, p− 3]为偶数, p ∈ ΣQ(ζp−1) above p如上所述.

Lemma 4.3 记 χ = ωk−2,那么 G2,χ和 G1,ωk−1 的 Fourier系数在 Q(ζp−1)中是 p-整的,并且

G2,χ ≡ G1,ωk−1 ≡ Gk (mod p).

Proof. 由 Teichmüller特征定义, ω(a) ≡ a (mod p),因此 χ(d)d ≡ ωk−1(d) ≡ dk−1 (mod p).
现在只需考虑常数项. 由 Lem 1.2,有

L(0, χ) = −B1,χ, L(−1, χ) = −1

2
B2,χ.

由 Lem 4.2, ω(a) ≡ ap (mod p2). 注意到正交关系
p−1∑
a=1

χ(a) = 0,那么

pL(0, ωk−1) = −
p−1∑
a=1

ωk−1(a)
(
a− p

2

)
≡ −

p−1∑
a=1

a(k−1)p+1 +
p

2

p−1∑
a=1

ωk−1(a) = −
p−1∑
a=1

a(k−1)p+1 (mod p2).

注意到对偶整数 t, Lem 1.5给出

L(0, ωk−1) ≡ −1

p

p−1∑
a=1

a(k−1)p+1 ≡ −B1+p(k−1) (mod p).

由于 1 + p(k − 1) ≡ k (mod p− 1)且 1 + p(k − 1) ≡ 1 (mod p), Prop 1.6给出

B1+p(k−1) ≡ (1 + p(k − 1))
Bk

k
≡ Bk

k
(mod p).

因此

L(0, ωk−1) ≡ −Bk

k
(mod p).

同理,对 χ = ωk−2有

2pL(−1, χ) ≡ −
p−1∑
a=1

a2+p(k−2) ≡ −pB2+p(k−2) (mod p2).

12
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又 2 + p(k − 2) ≡ k (mod p− 1)且 2 + p(k − 2) ≡ 2 (mod p),所以

B2+p(k−2) ≡ 2
Bk

k
(mod p).

于是

L(−1, χ) ≡ −Bk

k
≡ L(0, ωk−1) (mod p).

Remark. 这指的是形式 Fourier 展开的每一对应系数模 p 相等, 尽管这三个 Eisenstein 级数的
weight不同,但这种比较依然合法.

Lemma 4.4 存在 g ∈M2(p, χ),其 Fourier系数在 Q(ζp−1)上 p-整且常数项是 p-单位.

Proof. 若 p ∤ Bk,则 G2,χ 满足题意. 事实上,由上一引理, G2,χ 的 Fourier系数是 p-整的,且其常数
项模 p同余于 −Bk/k,因而是 p-单位.

若 p | Bk,且存在正偶数 n+m ≡ k (mod p− 1), n,m ∈ [2, p− 3],使得 p ∤ BnBm,那么

G1,ωn−1 ·G1,ωm−1

满足题意. 这是 weight-2的模形式,其 type为 ωn−1ωm−1 = ωk−2 = χ. 又由 Lem 4.3及 Prop 1.6,
两个因子的常数项分别模 p同余于 −Bn/n和 −Bm/m,因此乘积的常数项是 p-单位.
若 p | Bk,且任意正偶数 n+m ≡ k (mod p− 1), n,m ∈ [2, p− 3],都有 p | Bn或 p | Bm: 记

S = {n ∈ [2, p− 3], 2|n | p | Bn} .

令

E = {0, 2, 4, · · · , p− 3}.

这里把 0加入 E 只是为了使 n 7→ k − n (mod p − 1)在 E 上封闭; 0并不属于 S. 对 n ∈ E,令
ι(n)是 k− n在 E中的代表元. 则 ι是 E上的配对. 若 n, ι(n)都非零,由本段假设,轨道 {n, ι(n)}
至少有一个元素属于 S. 唯一含 0的轨道是 {0, k},而现在 p | Bk,所以 k ∈ S,这个轨道也与 S 相

交. 因此 ι的每个轨道都与 S 相交. 由于每个轨道大小至多为 2,有

|S| ≥ |E/ι| ≥ |E|
2

=
p− 1

4
.

另一方面, Kummer的相对类数公式给出,见例如 [Was12, Chapter 4],

ordp(h−p ) =
∑

2≤r≤p−3
2|r

ordp
(
Br

r

)
.

由于 r均为 p-单位,上式推出 p|S||h−p . 但是 Carlitz–Olson的结果 [CO55]给出 h−p < p(p−1)/4,从而
|S| < (p− 1)/4,矛盾. 因此这种情况不可能发生.

13
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Cusp Forms

以下 Deligne–Serre [DS74]的观察是很重要的:

Thm 4.1 (Deligne–Serre) 取 DVR (R,m, κ),M 是 R上的有限秩自由模, K = FracR. 设 S 是 (不
必有限的)M 上交换的 R-自同态集.

设 f ∈ M 在 M/mM 中的像非零, 且是模 mM 下所有算子 T ∈ S 的特征向量, 即对每个
T ∈ S,存在 aT ∈ R使得

Tf ≡ aT f (mod mM).

则存在一个包含 R的 DVR R′,其极大理想 m′ 包含 m,分式域 K ′ 是 K 的有限扩张,以及一个非
零向量 f ′ ∈ R′ ⊗R M ,使得对每个 T ∈ S 有 Tf ′ = a′T f

′,且特征值 a′T ∈ R′满足

a′T ≡ aT (mod m′).

Proof. 令 T为 S 在 EndR(M)中生成的 R-代数. 因为M 是有限秩自由 R-模, EndR(M)也是有限

秩自由 R-模,从而 T作为 R-子模是有限生成的. 特别地, T是 Noether环,且作为 DVR上的有限
无挠模, T是有限自由 R-模.
将 f 在M/mM 中的像记作 f̄ . 由假设,对每个 T ∈ S有 T f̄ = āT f̄ . 因为 S中算子两两交换,

这个关系唯一地延拓为一个 R-代数同态

λ : T −→ κ, T 7−→ āT ,

使得 T f̄ = λ(T )f̄ 对所有 T ∈ T成立. 于是 κλ = T/ kerλ作为 T-模嵌入M/mM , 1 7→ f̄ . 因此
kerλ属于 SuppT(M/mM).

由 Nakayama引理, kerλ也属于 SuppT(M). 在局部环 Tkerλ 的 Supp(Mkerλ)中取一个极小素

理想,并记其在 T中的收缩为 p. 于是 p ⊂ kerλ,且 pTkerλ是Mkerλ的伴随素理想. 若 m ⊂ p,则素
元会成为Mkerλ的零因子;但M 是自由 R-模,矛盾. 因此 p ∩R = (0).
于是 T/p是 R上有限整的整环. 记其分式域为 K ′,并取 R′ 为 K ′ 中延拓 R的一个离散赋值

环,极大理想记为 m′. 则 R′包含 R, m′ ∩R = m,且K ′/K 是有限扩张.
商映射给出

λ′ : T −→ T/p ↪→ R′, T 7−→ a′T .

由于 p ⊆ kerλ,对 T ∈ S 有

a′T = λ′(T ) ≡ λ(T ) = aT (mod m′).

现在证明对应的特征向量存在. 令

P = ker
(
K ′ ⊗R T −→ K ′)

14
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为 λ′在 generic fiber上的核. 由于 p ∈ SuppT(M)且 p ∩R = (0),基变换到K ′后, P属于

SuppK′⊗RT(K
′ ⊗R M).

另一方面 K ′ ⊗R T是 Artin环,所以其支集中的素理想都是 associated prime. 因此存在 0 6= f ′′ ∈
K ′ ⊗R M 使得 Pf ′′ = 0.
于是对每个 T ∈ S,

(T − a′T )f ′′ = 0.

将 f ′′ 乘以 K ′× 中合适的元素, 可令它落在 R′ ⊗R M 中且仍非零. 记所得向量为 f ′, 就得到
Tf ′ = a′T f

′和所需同余.

Prop 4.5 设 k ∈ [2, p − 3]为偶数, p|Bk,则存在正规尖特征形式 f =
∑
n>0

anq
n ∈ S2(p, χ)和数域

Kf 中 above p的素理想 p,使得对所有素数 ` 6= p, aℓ是 p-整的,且

aℓ ≡ 1 + `k−1 ≡ 1 + χ(`)` (mod p).

Proof. Step1. 先构造一个半尖形式,它模 p是所有 (n, p) = 1的 Hecke算子的共同特征向量.
取满足 Lem 4.4条件的 g,并记 a0(g)为 g的常数项. 令

c =
L(−1, χ)

2
, α =

c

a0(g)
, f0 := G2,χ − αg.

由 Lem 4.4, a0(g)是 p-单位. 又由 p|Bk 和前面对常数项的同余计算, c ≡ 0 (mod p). 因此 α ≡ 0

(mod p),且 f0的常数项为 0. 换言之, f0是半尖形式,并且

f0 ≡ G2,χ (mod p).

特别地, f0 mod p非零,因为 G2,χ的 q-系数为 1. 于是对每个素数 ` 6= p,

Tℓf0 ≡ TℓG2,χ = (1 + χ(`)`)G2,χ ≡ (1 + χ(`)`)f0 (mod p).

由 Hecke算子的乘法关系,同样的同余对所有 (n, p) = 1的 Tn成立.
Step2. 应用 Deligne–Serre提升.
取一个包含 G2,χ, g 的有限扩张 K/Q(ζp−1),并令 R为其整数环在 p上方某个素理想处的局

部化. 令M 为 weight-2, level-p, type-χ的半尖形式中由一组 q-展开系数在 R中的基生成的自由

R-模. 令
S = {Tn | (n, p) = 1} .

由于 q-展开原理,上一步说明 f0 在M/mM 中的像是非零的 S-共同特征向量. 由 Thm 4.1,在有
限扩张后存在非零半尖形式 f ′和特征值 λn使得

Tnf
′ = λnf

′, λℓ ≡ 1 + χ(`)` (mod p)
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对所有 (n, p) = 1成立,特别地对所有素数 ` 6= p成立.
Step3. 证明 f ′实际上是尖形式,并归一化为 newform.
半尖空间有分解

S ′2(p, χ) = S2(p, χ)⊕ Cs2,χ.

写 f ′ = h+ as2,χ,其中 h ∈ S2(p, χ). 若 a 6= 0,对 ` 6= p比较 Tℓf
′ = λℓf

′在 Eisenstein分量上的投
影,得

λℓ = `+ χ(`).

结合上面的同余,得
`+ χ(`) ≡ 1 + χ(`)` (mod p),

即 (` − 1)(1 − χ(`)) ≡ 0 (mod p). 对每个 u ∈ F×
p , u 6= 1,由 Dirichlet定理可取素数 ` 6= p使得

` ≡ u (mod p). 因而 χ(u) = 1. 又 χ(1) = 1,这迫使 χ平凡. 但这里 χ = ωk−2 非平凡,因为 p|Bk

时不可能有 k = 2. 矛盾. 因此 a = 0,即 f ′是尖形式.
最后, level为 p的 weight-2 oldform只能来自更低 level. 若考虑带 Nebentypus χ的空间,更低

level必要求 χ的导子也除以更低 level;这里 χ = ωk−2 非平凡且导子为 p,因而没有 oldform. 等
价地,在平凡角色的 level-1情形也有 S2(SL2(Z)) = 0. 所以 f ′属于 p-new子空间.

由 newform理论中的强重数一, p-new子空间中由所有 Tn, (n, p) = 1,给出的共同特征系统
确定一条 newform直线. 因此 f ′是某个正规 newform的标量倍,从而自动也是所有 Hecke算子的
共同特征向量. 将 f ′乘以常数归一化,得到正规尖特征形式

f =
∑
n>0

anq
n ∈ S2(p, χ).

取 p为其系数域中由上面 DVR给出的素理想的限制. 因为 λℓ 在该 DVR中 p-整,归一化后对所
有素数 ` 6= p有

aℓ = λℓ ≡ 1 + χ(`)` ≡ 1 + `k−1 (mod p).

5 Galois Side

现在取特征 0的局部域 K/Qp,其极大理想 m,剩余域 κ. 取一个 profinite群上的 2维连续表
示 ρ : G→ GL(V ),那么存在一个 G-稳定的 OK-格 Λ ⊂ V . 于是 Λ诱导一个

ρΛ : G→ GL(Λ)→ GL(Λ/mΛ),

称作 ρ在 Λ上的约化. modp的表示的基础理论告诉我们有

Thm 5.1 (Brauer–Nesbitt) ρΛ的半单化 ρ̄只依赖于 ρ,不依赖于 Λ的选取.

半单化指的是其所有 Jordan-Hölder因子的直和M ss =
n−1⊕
i=0

(Mi+1/Mi). 现在假定 ρ̄可约,即

有两个特征标 ϕi : G→ κ×使得 ρ̄ ∼ ϕ1 ⊕ ϕ2.
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对一个给定的 Λ, ρΛ同构于 (
ϕ1 ∗
0 ϕ2

)
,

(
ϕ1 0

∗ ϕ2

)
(1)

之一,且若 ρΛ(G)的阶与 p互素,则 ρΛ是半单的. 现在我们需要著名的

Lemma 5.1 (Ribet) 取二维不可约表示 ρ : G → GL(V ),但是 ρ̄ ∼ ϕ1 ⊕ ϕ2 可约,且 ϕ1 6= ϕ2. (Eq
1)中的两个标准型都可以通过合适的 Λ实现;即存在 Λ使得 ρΛ 是非半单的,且可以事先指定为
上述任一类型.

Proof. 设O = OK ,其素元为$. 我们先证明: 对给定顺序 (ϕ1, ϕ2),存在一个G-稳定格,使得约化
为上三角型 (

ϕ1 ∗
0 ϕ2

)

且非半单.
取一个 G-稳定 O-格 Λ0 且固定一个 O-基,将 ρ视为 G → GL(2,O). 经过模 $的换基,可设

约化的半单化为 ϕ1 ⊕ ϕ2. 若约化已经是非半单的上三角型,则已经完成. 若它是下三角型,即

ρΛ0 ∼

(
ϕ1 0

∗ ϕ2

)
,

则令

P =

(
1 0

0 $

)
, P

(
a $b

c d

)
P−1 =

(
a b

$c d

)
,

用格 PΛ0代替 Λ0后,约化就变为所需的上三角型. 因此以下可假设

ρ(G) ⊂

(
O× O
$O O×

)
, ρΛ0 ∼

(
ϕ1 ∗
0 ϕ2

)
.

现在设所有这种上三角型约化都是半单的,然后反证. 我们递归构造

Mi =

(
1 ti

0 1

)
∈ GL(2,O)

使得

Miρ(G)M
−1
i ⊂

(
O× $iO
$O O×

)
.

对 i = 0,取M0 = I2. 假设Mi已构造. 于是

P iMiρ(g)M
−1
i P−i ∈

(
O× O

$i+1O O×

)
.

17
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于是 Bi的约化仍是所需的上三角型. 由反设,这个约化是半单的,故存在

Ui =

(
1 ui

0 1

)
∈ GL(2,O)

使得 UiP
iMiρ(g)M

−1
i P−iU−1

i 的右上角对所有 g 都属于 $O. 同时,上三角幺幂矩阵共轭不改变
左下角项,因而

UiP
iMiρ(G)M

−1
i P−iU−1

i ⊂

(
O× $O

$i+1O O×

)
.

定义

Mi+1 = P−iUiP
iMi =

(
1 ti + ui$

i

0 1

)
.

则

Mi+1ρ(G)M
−1
i+1 = P−iUiP

iMiρ(G)M
−1
i P−iU−1

i P i ⊂

(
O× $i+1O
$O O×

)
.

递归构造完成.
因为 ti+1 = ti + ui$

i,序列 (Mi)在 GL(2,O)中收敛到某个

M =

(
1 t

0 1

)
= lim

n→∞
Mn ∈ GL(2,O).

对任意 g ∈ G,矩阵Miρ(g)M
−1
i 的右上角属于 $iO. 令 i→∞,得到

Mρ(G)M−1 ⊂

O× ⋂
i≥0

$iO

$O O×

 =

(
O× 0

$O O×

)
.

这说明K-直线

(
0

1

)
K 被 G稳定,与 ρ不可约矛盾. 所以至少存在一个上三角型约化非半单.

将上述论证应用于顺序 (ϕ2, ϕ1),再交换两个基向量,即得到(
ϕ1 0

∗ ϕ2

)

型的非半单约化. 因此 (Eq 1)中的两个标准型都可以实现.

Remark. Joël Bellaïche用一个更新的,更几何的方法证明了 Ribet引理,使用了 Bruhat–Tits tree.

Thm 5.2 设 f ∈ S2(N,χ)是一个正规化特征形式,其数域为 Kf . 设 `是一个素数. 对 OKf
中每

个 above `的极大理想 m,存在一个二维 Galois表示

ρf,m : GalQ → GL(2,Kf,m),
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该表示在每个满足 p ∤ `N 的素数 p处非分歧. 对任意这样的 p,取 p ⊂ Z为 above p的极大理想,
则 ρf,m(Frobp)满足多项式方程

x2 − ap(f)x+ χ(p)p = 0.

特别地,若 f ∈ S2(Γ0(N)),则关系为 x2 − ap(f)x+ p = 0.

Proof. [DS05, Thm 9.5.4]
于是我们现在利用 Prop 4.5中的特征形式 f ,令 k ∈ [2, p− 3]为偶数, p|Bk,取 χ = ωk−2. 记

ρf,p : GalQ → GL(2, Vf,p)

是 f 在 p处的相伴表示. 记 χcyc : GalQ → Z×
p 是分圆特征,由 Thm 5.2,

tr(ρf,p(Frobℓ)) = aℓ(f), det(ρf,p(Frobℓ)) = χ(`)`.

注意这里的 p, `和定理中的 p, `是相反的. 下面解释这里所用的 Chebotarev密度定理及其拓扑含
义.

Def 5.1 设 F 是数域, S 是 F 的非零素理想集合. 若极限

δ(S) = lim
s→1+

∑
q∈S Nq−s∑
qNq−s

存在,则称 δ(S)为 S 的 Dirichlet密度. 这里分母对 F 的所有非零素理想求和.

Thm 5.3 (Chebotarev) 设 L/F 是有限 Galois扩张, C ⊂ Gal(L/F )是一个共轭类. 那么在 F 中非

分歧素理想 q中,满足
Frobq ∈ C

的素理想集合具有 Dirichlet密度 #C/#Gal(L/F ). 特别地,每个共轭类中都有无穷多个 Frobenius
元.

Def 5.2 绝对 Galois群 GalQ上的 Krull拓扑定义如下: 对有限 Galois扩张 L/Q,限制映射给出有
限商

GalQ ↠ Gal(L/Q).

在 σ ∈ GalQ附近的一组开邻域基由

σGal(Q/L) = {τ ∈ GalQ | τ |L = σ|L}

给出. 换言之, GalQ = lim←−L
Gal(L/Q),并赋予逆极限拓扑.

因此,一个子集D ⊂ GalQ稠密,当且仅当对每个有限Galois扩张L/Q,它在有限商Gal(L/Q)

中的像等于整个 Gal(L/Q). 事实上,若某个有限商中少了一个元素 σ,那么 σGal(Q/L)是一个与

D不相交的非空开集;反过来,每个非空开集都包含某个这样的有限层 cylinder.
现在来看 Frobenius元. 严格地说,对素数 `和有限 Galois扩张 L/Q, Frobℓ在 Gal(L/Q)中只
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在共轭意义下由 `决定;选择 L中位于 `上方的素理想会在同一个共轭类中改变 Frobenius代表.
由 Thm 5.3, 对任意 σ ∈ Gal(L/Q), 存在无穷多个不分歧素数 `使得某个 Frobenius代表等于 σ.
避开有限多个分歧素数以及 ` = p,仍可做到这一点. 因此所有 Frobenius代表构成的集合

{Frobℓ | ` 6= p}

在 Krull拓扑中稠密. 对本文当前用途,我们只把 Frobenius元代入连续特征,其值不依赖于共轭代
表. 所以可以直接说 Frobℓ在 GalQ中稠密. 于是两个连续特征 det(ρf,p), χcyc ◦ χ在稠密集上相等,
它们本身也相等.

Lemma 5.2 ρf,p是绝对不可约表示.

Proof. 反设 ρf,p可约. 那么取半单化后可写为两个连续特征

ρssf,p = χ1 ⊕ χ2.

它们在 p外非分歧,且
χ1χ2 = det ρf,p = χχcyc.

这里不能对任意连续 p-adic特征直接作这样的分类;我们使用的是 Serre对来自 weight-2特征形
式的 p-adic Galois表示的一维子商的描述 [Ser97, Chapter III, Page III-1]. 具体地,存在整数 n1, n2

和有限阶特征 η1, η2,使得
χi = ηiχ

ni
cyc, n1 + n2 = 1.

因此可假设 n1 ≥ 1且 n2 ≤ 0. 对任意充分大的素数 ` 6= p,有

aℓ(f) = χ1(Frobℓ) + χ2(Frobℓ) = η1(`)`
n1 + η2(`)`

n2 .

取复嵌入后, ηi(`)都是单位根,因而

|aℓ(f)| ≥ |η1(`)`n1 | − |η2(`)`n2 | = `n1 − `n2 ≥ `− 1.

这与 weight-2尖形式的 Ramanujan–Petersson估计 (或者说,与Weil猜想)

|aℓ(f)| ≤ 2
√
`

矛盾. 故 ρf,p不可约.

Lemma 5.3 存在一个 GalQ稳定的 Of,p-格 Λ ⊂ Vf,p,使得约化

ρf,p,Λ ∼

(
1 ∗
0 ωk−1

)
, ∗ 6= 0.
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Proof. 由 Prop 4.5,对所有 ` 6= p有

tr(ρf,p(Frobℓ)) ≡ 1 + ωk−1(`) (mod p), det(ρf,p(Frobℓ)) ≡ ωk−1(`) (mod p).

Chebotarev密度定理和 Brauer–Nesbitt定理给出

ρ̄ssf,p
∼= 1⊕ ωk−1.

这里 1 6= ωk−1,因为 2 ≤ k ≤ p− 3. 由 Lem 5.2和 Lem 5.1,可取一个 GalQ-稳定格,使得约化表示
为上三角非半单型. 即得到所需结论.

Thm 5.4 (Raynaud) 设 E/Qp 是有限扩张, 其绝对分歧指数 e(E/Qp) < p − 1, 整数环为 OE . 若
G/E 是被 p的幂零化的有限平坦交换群概形,则 G到 OE 上有限平坦交换群概形的延拓至多唯

一.

这是 Raynaud的有限平坦群概形唯一延拓定理. 我们只在下面使用其唯一性: 当一个 generic
fiber有一个显然的 finite flat model时,任意另一个 finite flat model必与它相同.

Prop 5.4 令 M = Λ/pΛ, 它带有 r = ρf,p,Λ 给出的 GalQ-作用. 取 L = Qp(ζp)
+, 并固定嵌入

Q ↪→ Qp,记
D = Gal(Qp/L) ⊂ Dp = Gal(Qp/Qp).

则 D-模M 来自 OL上的一个有限平坦 p-初等交换群概形M.

Proof. 记 Of 为 Kf 的整数环, Of,p 为 Kf 在 p处的整数环. 由 Eichler–Shimura构造,特征形式 f

对应一个 Q上的 Abel簇 Af ,且
Kf ⊂ EndQ(Af )⊗Q.

我们需要把前面由Ribet引理选出的格Λ放进这个Abel簇的 torsion中. 这是格与 p-power isogeny
的标准对应: 若 Tp(Af )是 Af 的 p-adic Tate module,则 Λ与 Tp(Af )在 Vf,p 中 commensurable. 将
Λ乘以K×

f 中合适的元素不改变其模 p约化,因而可设存在 n使得

pnTp(Af ) ⊂ Λ ⊂ Tp(Af ).

有限商 Tp(Af )/Λ给出 Af [p
n]的一个 GalQ-稳定有限子群. 对 Af 商去这个子群,可得到一个Q上

的 Abel簇 A,仍在 Af 的 isogeny类中,且 Of ⊂ End(A),其 p-adic Tate module正是 Λ. 因而

A[p] ⊂ A[p]

的几何点给出与M = Λ/pΛ同构的 D-模.
我们还使用 Ribet证明中的另一个标准输入: 这个 level-p的 modular Abelian variety在

L = Qp(ζp)
+

上有好约化. 这可由 X1(p)的半稳定模型和 Néron–Ogg–Shafarevich判别得到,也是 Ribet原文中
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性质 (0.7) 的内容. 令 A/OL 为 AL 的 Néron 模型. 因为 A 在 L 上有好约化, A 实际上是 Abel
scheme. 乘以 p的核

A[p] ⊂ A

是 OL 上有限平坦交换群概形,且其 generic fiber是 A[p]. 取 A[p]在 A[p]中的 schematic closure,
记为M. 有限平坦群概形中闭子群概形的 schematic closure仍有限平坦,因而M/OL是有限平坦

p-初等交换群概形. 它的 generic fiber的几何点正是M ,所以M 来自M.

Prop 5.5 上述表示 r限制到 Dp后半单. 因而 p ∤ | im(r|Dp)|.

Proof. 因为
[Dp : D] = [L : Qp] =

p− 1

2

与 p互素,只需证明M 作为 D-模半单. 事实上,若M |D 半单,则对任一 Dp-稳定子空间,可先在
D上取补空间,再对有限商 Dp/D平均投影,得到 Dp-稳定补空间.
由 Lem 5.2和 Lem 5.1,我们已经选取 Λ使得

r ∼

(
1 ∗
0 ωk−1

)
, ∗ 6= 0.

因此对 D也有一个 D-稳定的 F-直线 X ⊂M ,使得 D在 X 上平凡作用,而在商

Y =M/X

上通过 ωk−1 作用. 这里 F = Of,p/p. 因为 L = Qp(ζp)
+,字符 ω|D 的像为 {±1};又 k − 1为奇数,

故 ωk−1|D 是非平凡二次字符. 特别地, Y 是 ramified的 D-模.
令 X 为X 在M中的 schematic closure. 因为M有限平坦, X 作为闭子群概形也是 OL上有

限平坦群概形. 又因为 X 是平凡 D-模,其 generic fiber有常值有限平坦模型 XOL
. 由 Thm 5.4, X

必等于这个常值模型,因而 X 是 étale群概形. 所以M不是连通的: 它含有非零的 étale子群概形
X .
另一方面,M是 F-向量群概形. 设M0 为M的最大连通闭子群概形,并令M0 为其 generic

fiber的几何点构成的D-子模. 则M0是M 的 F[D]-子模. 商群概形M/M0是最大 étale商,因而
M/M0是 unramified的 D-模.

我们有 M0 6= M , 因为 M 已经不是连通的. 同时 M0 6= 0: 否则 M 是 étale, 从而 M

unramified,这会推出其商 Y unramified,与上面 Y ramified矛盾. 因此M0 是二维 F-空间M 中的

一条 D-稳定直线.
最后,M0 6= X . 若M0 = X ,则M/M0 = Y 应当 unramified;但 Y 是 ramified的. 所以 X 和

M0是M 中两条不同的 D-稳定直线. 于是

M = X ⊕M0

作为 D-模分裂,即M |D 半单. 由第一段,M |Dp 也半单.
半单化的两个角色是 1和 ωk−1. 因此Dp在M 上的作用通过 1⊕ ωk−1,其像是 F×中的有限
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子群,阶数与 p互素. 即 p ∤ | im(r|Dp)|.

Prop 5.6 r := ρf,p,Λ满足 Thm 3.3中的四条性质,于是 Thm 3.1成立.

Proof. 我们逐条验证 Thm 3.3. 首先, r是 ρf,p沿 GalQ-稳定格 Λ的约化. 因为 ρf,p在所有 ` 6= p处

非分歧,其约化 r也在所有 ` 6= p处非分歧. 这给出条件 (1).
由 Lem 5.2和 Lem 5.1的选取,

r ∼

(
1 γ

0 ωk−1

)

且这个扩张非半单. 因而 γ 不是 coboundary,特别不是零的上三角项. 这正是条件 (2).
条件 (3)也由非半单性推出. 若 p ∤ | im r|,则有限群 im r在特征 p的表示完全可约,于是 r必

半单,与上面的非半单性矛盾. 因此 p | | im r|.
最后,条件 (4)正是 Prop 5.5的结论:

p ∤ | im(r|Dp)|.

因此 r 满足 Thm 3.3的四条性质. 由 Thm 3.3⇒ Thm 3.2,再由 Thm 3.2⇒ Thm 3.1,得到 Thm
3.1.

6 Cohomological Reformulation

最后用更现代的 Galois上同调语言重新表述上述结论. 仍令

K = Q(ζp), ∆ = Gal(K/Q),

并重新令 L/K 为最大处处非分歧的 p-初等 Abel扩张. 令 Fp(ω
1−k)表示底层加法群为 Fp, GalQ

通过特征 ω1−k 作用的一维表示.

Def 6.1 定义处处非分歧上同调群

H1
ur

(
Q,Fp(ω

1−k)
)
:= ker

(
H1
(
GalQ,Fp(ω

1−k)
)
−→

∏
ℓ

H1
(
Iℓ,Fp(ω

1−k)
))

,

其中 Iℓ是 `处的惯性群. 换言之,这里考虑的是在每个有限素数处都非分歧的上同调类.

Prop 6.1 有自然同构

H1
ur

(
Q,Fp(ω

1−k)
)
∼= HomFp[∆]

(
A/pA,Fp(ω

1−k)
)
.

特别地,
H1

ur

(
Q,Fp(ω

1−k)
)
6= 0 ⇐⇒ A(1−k) 6= 0.

Proof. 考虑正合列
1 −→ GalK −→ GalQ −→ ∆ −→ 1.

23



Herbrand–Ribet Theorems Nicolas-Keng

因为 p ∤ |∆|,对任意 Fp[∆]-模 N 都有

H i(∆, N) = 0, i > 0.

对 N = Fp(ω
1−k)应用 inflation–restriction正合列,得到限制映射诱导的同构

H1
(
GalQ,Fp(ω

1−k)
)

∼−→ H1
(
GalK ,Fp(ω

1−k)
)∆

.

由于 ω|GalK = 1, GalK 在系数模 Fp(ω
1−k)上作用平凡. 因而右端可写成

Homcont

(
GalK ,Fp(ω

1−k)
)∆

.

处处非分歧条件恰好要求这个同态在 K 的每个惯性群上为零,所以它通过 K 的最大处处非分歧

p-初等 Abel扩张的 Galois群分解. 由前面的 Artin同构,

A/pA
∼−→ Gal(L/K),

因此得到

H1
ur

(
Q,Fp(ω

1−k)
)
∼= HomFp[∆]

(
A/pA,Fp(ω

1−k)
)
.

在 p处也没有额外问题: K/Q的惯性商包含在∆中,其阶与 p互素,所以 inflation–restriction中来
自该有限商的 H1 消失. 因而在 Q上局部非分歧和限制到 GalK 后通过处处非分歧类域分解给出
同一个局部条件.
最后, Fp[∆]是半单环,且 Fp(ω

1−k)是与幂等元 e1−k 对应的一维表示. 所以

HomFp[∆]

(
A/pA,Fp(ω

1−k)
)
6= 0 ⇐⇒ (A/pA)(1−k) 6= 0.

又有

(A/pA)(1−k) ∼= A(1−k)/pA(1−k),

故右端非零当且仅当 A(1−k) 6= 0.
现在解释这个上同调类与原证明中的矩阵表示及域扩张为何是同一个对象. 一个类

[c] ∈ H1
(
GalQ,Fp(ω

1−k)
)

对应一个扩张

0 −→ Fp −→ Vc −→ Fp(ω
k−1) −→ 0.

选取与这条正合列相容的基以后,表示具有形式

ρc(σ) =

(
1 γ(σ)

0 ωk−1(σ)

)
.
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这里若采用通常的左 1-cocycle约定,则

c(σ) = γ(σ)ω1−k(σ).

扩张非分裂当且仅当 [c] 6= 0,这正对应于原证明中上三角表示不是半单表示.
另一方面,将 c限制到 GalK 后,系数作用变为平凡,所以

c|GalK : GalK −→ Fp

是连续群同态. 若 [c]处处非分歧,这个同态通过 A/pA分解. 其核在 ∆的共轭作用下稳定,因此
它在 GalQ中正规. 令 F 为其核在 Q中的固定域,则 F/Q是 Galois扩张, F/K 处处非分歧,且

H = Gal(F/K) = im (c|GalK )

是非零 p-初等 Abel群. c的 ∆-等变性又给出

στσ−1 = ω(σ̄)1−kτ,

这正是 Thm 3.2的条件 (iii). 反过来,从满足 Thm 3.2的 F/K 出发, Artin映射给出 A/pA ↠ H;
再取任一非零的 Fp[∆]-线性映射

H −→ Fp(ω
1−k),

就得到一个非零的处处非分歧上同调类. 因此原文的类群特征分量,非分歧域扩张,非分裂上三角
表示和现代语言中的

H1
ur

(
Q,Fp(ω

1−k)
)
6= 0

是完全等价的四种表述.
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