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NICOLAS-KENG

1 Curves

我们先重述一些 Euclid空间和向量空间上的结论:

Def 1.1 R3上的外积 ∧ : R3 × R3 → R3. 若记 v = (x1, x2, x3), w = (y1, y2, y3),则

v ∧w =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣∣∣
R3上的混合积: (v1,v2,v3) = 〈v1,v2 ∧ v3〉.

Prop 1.1 取 v1, v2, v3, v4 ∈ R3,

1. v1 ∧ (v2 ∧ v3) = 〈v1,v3〉v2 − 〈v1,v2〉v3;
2. Lagrange恒等式: 〈v1 ∧ v2,v3 ∧ v4〉 = 〈v1,v3〉 〈v2,v4〉 − 〈v1,v4〉 〈v2,v3〉;
3. 轮换对称: (v1,v2,v3) = (v2,v3,v1) = (v3,v1,v2);
4. Jacobi恒等式: v1 ∧ (v2 ∧ v3) + v2 ∧ (v3 ∧ v1) + v3 ∧ (v1 ∧ v2) = 0.

Prop 1.2 对向量值函数 a(t), b(t), c(t)和数值函数 λ(t),则

1.
d
dt
(λa) =

dλ
dt

a+ λ
da
dt

;

2.
d
dt

〈a, b〉 =
≠
da
dt
, b

∑
+

≠
a,

db
dt

∑
;

3.
d
dt
(a ∧ b) =

da
dt

∧ b+ a ∧ db
dt

;

4.
d
dt
(a, b, c) =

(
da
dt
, b, c

)
+

(
a,

db
dt
, c

)
+

(
a, b,

dc
dt

)
.

Def 1.2 R3 上的一个向量值函数 F = (P,Q,R) : R3 → R3 也称为 R3 上的一个向量场 (vector
field),函数 f : R3 → R也称数量场. 定义:

1. 梯度 grad f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
= ∇f ;

2. 散度 divF =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= 〈∇,F 〉;

3. 旋度 rotF =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,−∂R

∂x
+
∂P

∂z
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
= ∇∧ F .

Prop 1.3 关于梯度,散度,旋度的性质:

1. ∇∧ (∇f) = rot(grad f) = 0;
2. 〈∇,∇∧ F 〉 = div(rotF ) = 0;
3. div(fF ) = f divF + 〈∇f,F 〉;
4. rot(fF ) = (∇f) ∧ F + f rotF .

Remark. Rn中可推广梯度和散度;旋度依赖于 R3,只能用外微分形式和外微分算子推广.
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1.1 Regular Curve on E3 NICOLAS-KENG

我们接下来叙述一些 Euclid空间上的结论.

Def 1.3 在三维欧氏空间 E3 中固定原点 O, 并以 O 为起点取三个线性无关的向量 {v1,v2,v3},
于是 {O;v1,v2,v3}称为 E3以 O为原点的一个标架 (frame). 特殊地,当 {v1,v2,v3}是两两正交
的单位向量时, {O;v1,v2,v3}称为一个正交标架.

Remark. 固定了正交标架的三维欧氏空间 E3等价于 R3,此时不作明显区分.

Prop 1.4 取两个正交标架 {O; e1, e2, e3} , {O′; e′1, e
′
2, e

′
3}且满足

−−→
OO′ =

3∑
i=1

ciei, e′i =
3∑

j=1

tjiej , i = 1, 2, 3,

记矩阵 T =
(
tji

)
3×3

. 设 P ∈ E3,坐标分别为 {ei} :
(
x1, x2, x3

)
, {e′i} :

(
y1, y2, y3

)
,于是


x1

x2

x3

 = T


y1

y2

y3

+


c1

c2

c3

 , xj = cj +
3∑

i=1

tjiy
i, (j = 1, 2, 3).

Def 1.4 称保持空间中任两点距离的变换 T ,即 ∀P,Q, d(P,Q) = d(T (P ), T (Q)),则称 T 为 E3

中的合同变换.

Thm 1.1 T 是合同变换的充要条件是 ∃T ∈ O(3)及 P ∈ E3,使得

∀X =
(
x1, x2, x3

)
∈ E3, T (X) = XT + P.

Remark. 合同变换的意义是平移,旋转,反射的复合. 更一般地,上述 detT 的正 (负)反映了反射
出现的次数偶 (奇).

当 detT = 1时称合同变换是正向的,或称作刚体运动; detT = −1时称作反向刚体运动.

Thm 1.2 E3上的所有合同变换组成三维欧氏变换群 E ,它能与 E3的全体标架一一对应.

1.1 Regular Curve on E3

Def 1.5 定义参数曲线 (curve) r(t) : I → Rn, t 7→ (xi(t))
n
i=1. 若其每个分量均 C∞ 且 ∀t ∈ I ,

|r′| > 0,则称 r(t)为正则 (regular)曲线. 称 r′(t)为切向量 (tangent vector).

Def 1.6 正则曲线 r(t), t ∈ I ,在区间 [c, d] ⊂ I 内的弧长定义为
∫ d

c

∣∣r′(t)∣∣ dt.
固定 c,称 [c, t]内的弧长 s为弧长参数,记为 s = s(t) =

∫ t

c

∣∣r′(u)∣∣ du,这时定义 r关于 s的

表示 r(s). 我们默认采取 ṙ表示对于 s的导数.
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1.1 Regular Curve on E3 NICOLAS-KENG

Cor
ds
dt

(t) =
∣∣r′(t)∣∣, |ṙ| = ∣∣∣∣ drds

∣∣∣∣ = 1. 记 t(s) = ṙ(s),于是 t(s)便是 s处的单位切向量.

Thm 1.3 正则曲线等价于可弧长参数化的曲线.

平面情形:

Def 1.7 与 t(s)垂直的向量称作法向量 (normal vector),使得 {t,n}是右手系的单位法向量 n(s)

称作 (x(s), y(s))处的主法向量. {r(s), t(s),n(s)}称作曲线 r的 Frenet标架 (Frenet frame).

Thm 1.4 Frenet标架下的运动方程:

d
ds

(
t

n

)
=

(
0 κ(s)

−κ(s) 0

)(
t

n

)
.

称 κ(s)为 r在 s处的曲率 (curvature). |κ| = |ṫ|.

Def 1.8 对正则曲线 r,有 Gauss映射 G : I → S1, s 7→ n(s),这里 S1代表单位圆周.

Remark. r的曲率 κ(s) =
dθ
ds

,这里 dθ代表 G(r)上弧长微分.

Thm 1.5 ,曲率的一般表达式:对 R2上的正则曲线 r = r(t),有 κ =
x′y′′ − x′′y′

|r′|3
.

考虑 R3情形:

Def 1.9 定义 x0 ∈ Rn的切空间 (tangent space) Tx0Rn为所有以 x0为起点的 n维向量所构成的空

间;定义沿 Rn上的曲线 r的向量场 (vector field)是可微映射X : I → Rn, ∀t ∈ I ,X(t) ∈ Tr(t)Rn;
切向量场 (tangent vector field)是沿 r的向量场,其中在 r(t)处的向量由切向量 t 7→ r′(t)给出.

Def 1.10 定义正则曲线 r 的主法向量 n(s) =
1

κ(s)
ṫ,副法向量 b(s) = t(s) ∧ n(s),这里 κ(s) =

|ṫ(s)|. 于是沿 r有标准正交标架 (Frenet标架) {r(s); t(s),n(s), b(s)},其定向与 {i, j,k}相同. 于
是定义:

1. 切线 t(s),法 (normal)平面 span{n(s), b(s)};
2. 主法线 n(s),从切 (rectifying)平面 span{t(s), b(s)};
3. 副法线 b(s),密切 (osculating)平面 span{t(s),n(s)}.

Thm 1.6 Frenet标架下的运动方程:

d
ds


t

n

b

 =


0 κ(s) 0

−κ(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0




t

n

b

 .

称 κ(s)为 r在 s处的曲率, τ(s)为挠率 (torsion). 此时 τ(s) = −
¨
ḃ,n
∂
= 〈ṅ, b〉.
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1.1 Regular Curve on E3 NICOLAS-KENG

Remark. κ刻画了 r 对密切平面的偏移程度, τ 刻画了对法平面的偏移程度,也反映了密切平面
的变化情况. 特殊地, κ = 0时无法定义挠率,但可以在孤立点处用极限定义.

Prop 1.5 对正则曲线 r,若 κ > 0,则 r是平面曲线的充要条件是 τ = 0.

Thm 1.7 一般公式:对正则曲线 r = r(t),有:

t =
r′

|r′|
, n =

(r′ ∧ r′′) ∧ r′

|(r′ ∧ r′′) ∧ r′|
, b =

r′ ∧ r′′

|r′ ∧ r′′|
; κ =

|r′′ ∧ r′|
|r′|3

, τ =
(r′, r′′, r′′′)

|r′ ∧ r′′|2
.

Def 1.11 对正则曲线 r : I → Rn,则 n维活动标架 (moving n-frame)是 n个可微映射 ei : I → Rn,
其中 ei满足 ∀t ∈ I, ei(t) · ej(t) = δij ,且每个 ei(t)都表示一个沿着 r的向量场.
特殊地, n维 Frenet标架是指满足如下条件的 n维活动标架:

∀1 ≤ k ≤ n, r(k)(t) ∈ span {e1(t), · · · , ek(t)} .

Prop 1.6 Frenet标架的存在唯一性:对正则曲线 r,若 ∀t ∈ I , r′(t), · · · , r(n−1)(t)均线性无关,则
r存在唯一的 Frenet标架,且满足:

1. ∀1 ≤ k ≤ n− 1, r′(t), · · · , r(k)(t)与 e1(t), · · · , ek(t)定向相同;
2. e1(t), · · · , en(t)为正定向,即其与标准正交基定向相同.

Thm 1.8 对正则曲线 r, Frenet标架 {ei},记 ωij(t) = e′i(t) · ej(t),则有 Frenet运动方程组:

d
dt



e1(t)

e2(t)

e3(t)
...

en(t)


=



0 ω12 0 · · · 0

−ω12 0 ω23 · · · 0

0 −ω23 0 · · · 0
...

...
... . . . · · · 0

0 · · · 0 ωn−1,n

0 · · · −ωn−1,n 0


·



e1(t)

e2(t)

e3(t)
...

en(t)



Def 1.12 假设同上,定义 r的第 i个 (i = 1, 2, · · · , n− 1)曲率为 κi(t) =
ωi,i+1

|r′(t)|
.

Prop 1.7 R3的刚体运动保持正则曲线的弧长,曲率和挠率的不变性.

Thm 1.9 唯一性: 对 R3 的 s ∈ I 内正则曲线 r1(s) 和 r2(s), 设 ∀s ∈ I , κ1(s) = κ2(s) > 0,
τ1(s) = τ2(s),则 R3的一个合同变换 T 把 r2变为 r1,即 r1 = T ◦ r2.

Thm 1.10 存在性: 给定 I 上的 C∞ 函数 κ = κ(s) > 0 和 τ = τ(s), 则存在 R3 的正则曲线

r(s), s ∈ I ,它以 s为弧长参数, κ和 τ 为曲率和挠率.

Prop 1.8 对 R3曲线 r,若其挠率 τ 和曲率 κ是常数,则
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1.2 Global Theory of Curves NICOLAS-KENG

1. κ = 0时: r是直线;
2. κ 6= 0, τ = 0时: r是半径为

1

|κ|
的圆周;

3. κ 6= 0, τ 6= 0时: r是圆柱螺线 (helix),且

r(t) = (a cos t, a sin t, bt), (a > 0), κ =
a

a2 + b2
, τ =

b

a2 + b2
.

1.2 Global Theory of Curves

Def 1.13 平面曲线 r(s), s ∈ [0, l]若满足 r(0) = r(l), r(k)(0) = r(k)(l), (k ∈ N+),则称其为平面
闭曲线. 当闭曲线没有自交点时称为简单 (simple)闭曲线.

闭曲线的另一个等价定义是 r(s)是周期为 l的映射.

Def 1.14 设 r(s), (s ∈ [0, l])是平面闭曲线, κ(s)是其曲率,则定义

i =
1

2π

∫ l

0
κ(s)ds

为该曲线的环绕数 (linking number).

Thm 1.11 环绕数定理: 平面 E2上的简单闭曲线环绕数为 ±1.

Lemma. Wirtinger不等式:设 f 是周期为 2π的连续函数. 若
∫ 2π

0
f(t)dt = 0,则

∫ 2π

0
([f ′(t))2 dt ≥

∫ 2π

0
[f(t)]2 dt,

等号成立当且仅当 f(t) = a cos t+ b sin t,即其为波动函数.

Thm 1.12 设平面简单闭曲线 C 的长度为 L, C 界定的区域的面积为 A,则 L2 − 4πA ≥ 0且等号

成立当且仅当 C 是一个圆.

Prop 1.9 圆的几何性质:

1. 均匀性: 圆的曲率为常数,且曲率为非零常数的曲线是圆;
2. 对称性: 圆以任意方向的直径为对称轴,且任意方向均是对称方向的平面简单闭曲线是圆.

Def 1.15 平面简单闭曲线的曲率 κ > 0时称为凸曲线 (convex curve).

Thm 1.13 凸曲线的 Gauss映射是一一对应.

Prop 1.10 记曲线的单位切向量 t 与 x 轴的方向角为 θ̃, 则存在连续函数 θ : [0, l] → R, 使得
θ̃ ≡ θ(s) (mod 2π)且 θ在 (mod 2π)意义下唯一. 凸曲线中的 θ称作角参数.

Def 1.16 曲线 r(s)的支撑函数 (support function)定义为 φ(s) = −〈r(s),n(s)〉,它表示坐标原点
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1.2 Global Theory of Curves NICOLAS-KENG

到曲线过 r(s)点的切线的 (有向)距离.

经过计算,
dφ
dθ

= −
≠
dr
dθ
,n

∑
−
≠
r,

dn
dθ

∑
= 〈r, t〉 ; d2φ

dθ2
=

1

κ
−φ, ⇒ d2φ

dθ2
+φ =

1

κ
. 于是有:

r = φ′t− φn,

x = φ′ cos θ + φ sin θ

y = φ′ sin θ − φ cos θ

一维Minkowski问题: 曲率函数是正的周期函数的曲线 C 是不是凸曲线?其回答为

Thm 1.14 设 κ : S1 → R为正值连续函数,满足条件∫ 2π

0

cosψ
κ

dψ =

∫ 2π

0

sinψ
κ

dψ = 0,

则存在平面凸曲线 C 以及曲线 C 的 Gauss映射 g : C → S1,使得曲线 C 在点 g−1(θ)的曲率为

κ(θ), (θ ∈ S1),且曲线 C 在相差一个平移的意义下唯一.

曲线上曲率的驻点,即使
dκ
ds

= 0的点称为曲线的顶点.

Thm 1.15 四顶点定理: 平面凸曲线 C 的曲率函数若不为常数,则其至少有两个相对极大点和两
个相对极小点,且相对极大值严格大于相对极小值. 特别地,平面凸曲线上至少有 4个顶点.

Thm 1.16 四顶点定理的逆定理: 设 κ : S1 → R为正值连续函数, κ或者为常数,或者至少有两个
相对极大点和两个相对极小点,且相对极大值严格大于相对极小值,则存在凸曲线 C,参数表示为
r = r(t) : S1 → E2,它在相应点的曲率为 κ = κ(t).
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2 Local Surfaces

2.1 Fundamental Forms

Def 2.1 若平面开集 U 到 R3的映射 φ(u) = r(u1, u2) = (x, y, z)满足

1. φ是 U 到 φ(U)的同胚且 φ ∈ C∞;

2. dφ单射,即 Jacobian满秩, ru =
∂r

∂u
=

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
, rv =

∂r

∂v
=

(
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
线性无

关,

则称 r是 R3正则局部曲面 (surface patch), (u, v)称为曲面的 (坐标)参数, r称作局部参数化.
对 S ⊂ R3 和平面开集 U ,若 ∀p ∈ S,有 p在 R3 中的邻域W 定义 φ : U → W ∩ S 满足上述

两条性质,则称 S 是 R3中的一张正则嵌入曲面.

Prop 2.1 若光滑函数 F (x, y, z)在 P 处有 F (P ) = 0, ∇F (P ) 6= 0,则 F 在 P 附近确定了一张正

则参数曲面.

Prop 2.2 考虑曲面 r(u, v): D → E3 上两个局部参数化及参数变换 σ : (u1, v1) ∈ D1 → (u, v) ∈
D,其给出曲面 r的新参数表示

r(u1, v1) = r ◦ σ(u1, v1) = r(u(u1, v1), v(u1, v1)) : D1 → E3.

若此时曲面 r(u, v)与曲面 r1(u1, v1)相同,则称 r和 r1是同一个曲面的两个不同参数表示.
这里,参数变换保持曲面的正则性,即 σ : D1 → D是双射且 Jacobian

∂(u, v)

∂(u1, v1)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂u(u1, v1)

∂u1

∂v(u1, v1)

∂u1
∂u(u1, v1)

∂v1

∂v(u1, v1)

∂v1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

特殊地,若参数变换的 Jacobian值为正,则称其为同向参数变换; 若为负,则称其为反向参数
变换. 若一个变量与参数变换的选取无关,则称其为几何量.

Eg 2.1 球面 x2 + y2 + z2 = a2的一种参数表示是:

z =
√
a2 − x2 − y2, r(x, y) =

(
x, y,

√
a2 − x2 − y2

)
, (x, y) ∈ D =

{
x2 + y2 < a2

}
,

它仅表示了上半球面;另一种常见的参数表示是球坐标表示:

D1 =
{
(u, v) | −π

2
< u <

π

2
, 0 < v < 2π

}
,


x = a cosu cos v

y = a cosu sin v

z = a sinu

8



2.1 Fundamental Forms NICOLAS-KENG

此时 r(u, v)表示的是球面去掉南北两个极点以及连接这两个极点的一条大圆弧,而 D → D1 的

变换

(x, y) → (u, v) =

(
arcsin

√
a2 − x2 − y2

a
, arctan

y

x

)
是球面上的共同部分在两个不同参数间的参数变换.
球极投影坐标:球面 x2+y2+ z2 = a2上除北极以外的任意一点 (x, y, z)与北极N = (0, 0, a)

的连线,与 xy平面交于惟一一点,因此映射

r(u, v) =

(
2

a2u

a2 + u2 + v2
, 2

a2v

a2 + u2 + v2
, a
u2 + v2 − a2

a2 + u2 + v2

)
给出了球面 (去掉北极点)的一个参数表示,称为球面的球极投影参数表示.

Eg 2.2 旋转面: xz平面上与 z轴无交的参数曲线 x = f(u), z = g(u)绕 z轴旋转得到曲面

r(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)).

Def 2.2 定义曲面 S = r(u, v)在 P0点的切平面 (tangent space)为 span{ru(P ), rv(P )},记为 TPS;
过 P0点与切平面 TP0S 垂直的直线称为曲面在该点的法线.

曲面在某点的梯度即为该点的法向量,一般采用单位法向量 n =
ru ∧ rv
|ru ∧ rv|

.

显然 {P ; ru, rv, ru ∧ rv}构成了 E3的一个自然定向的标架.

Thm 2.1 对于曲面上任意一点 P , TPS 等于曲面上过 P 点的曲线在 P 点的切向量的全体.

Prop 2.3 曲面的切平面和法线与参数选取无关.

E3的曲面 S 的任何一个切向量 v都可以表示成 v = λru + µrv,其长度平方为

〈v,v〉 = Eλ2 + 2Fλµ+Gµ2 =
(
λ µ

)(E F

F G

)(
λ

µ

)
,

E = 〈ru, ru〉 , F = 〈ru, rv〉 , G = 〈rv, rv〉 ,

这里
√
E 是切向量 ru的长度,

√
G是切向量 rv 的长度,

F√
EG
是 ru与 rv 夹角的余弦.

Def 2.3 曲面 S 的第一基本形 (1st fundamental form)是指关于参数表示 r(u, v)的二次微分式

I(u, v) = ds2 = E du · du+ 2F du · dv +Gdv · dv = 〈dr, dr〉 ,

这里 s是曲面 S 上参数曲线 r(u(t), v(t))的弧长参数,也即参数 (u, v)下切向量长度.

曲面的第一基本形是参数 (u, v)下切向量长度平方的微分,用于刻画曲面上的距离.

9



2.1 Fundamental Forms NICOLAS-KENG

Remark. 这里,记向量值函数 r的一阶微分为 dr,则

dr = (dx(u, v), dy(u, v), dz(u, v)) = ru du+ rv dv =
(
ru rv

)(du
dv

)
;

面积微元

dA = |ru ∧ rv|dudv =
√
EG− F 2 dudv.

Thm 2.2 第一基本形是几何量,即与参数选取无关.

Proof. 对参数变换 σ : D̃ → D, r̃(ũ, ṽ) = r ◦ σ = r(u(ũ, ṽ), v(ũ, ṽ)),由一阶微分形式不变,

dr̃ =
(
r̃ũ r̃ṽ

)(dũ
dṽ

)
=
(
ru rv

)(uũ uṽ

vũ vṽ

)(
dũ
dṽ

)
=
(
ru rv

)(du
dv

)
= dr,

则

I(ũ, ṽ) = 〈dr̃, dr̃〉 = 〈dr, dr〉 = I(u, v).

Thm 2.3 曲面的第一基本形在 E3的合同变换下不变.

Proof. 设合同变换 r̃ = T ◦ r = rT + P ,则 〈dr̃, dr̃〉 = 〈drT, drT 〉 = 〈dr, dr〉.

Eg 2.3 球面的第一基本形:
在球坐标参数下,半径为 a的球面有表示

r(θ, φ) = (a cos θ cosφ, a cos θ sinφ, a sin θ),

第一基本形为

I(θ, φ) = a2
(
dθdθ + cos2 θdφdφ

)
;

在球极投影参数下,球面的第一基本形为

I(u, v) =
4a4

(a2 + u2 + v2)2
(dudu+ dvdv) =

4(
1 +

1

a2
(u2 + v2)

)2 (dudu+ dvdv).

类似地,

Def 2.4 对曲面 S 的参数表示 r(u, v)与单位法向量 n,其第二 (second)基本形定义为

II = −〈dr, dn〉 =
(
du dv

)(L M

M N

)(
du
dv

)
= Ldudu+ 2M dudv +N dvdv,

10



2.2 Normal Curvature and Principal Curvature NICOLAS-KENG

L = 〈ruu,n〉 = −〈ru,nu〉 , M = 〈ruv,n〉 = −〈ru,nv〉 = −〈rv,nu〉 , N = 〈rvv,n〉 = −〈rv,nv〉 .

第二基本形反映了曲面的形状 (弯曲模式).

Eg 2.4 柱面 r(u, v) = (x(u), y(u), v)的第二基本形是 II = −κ du du,其中 (x(u), y(u))为平面曲

线, u是它的弧长参数, κ是 (x(u), y(u))的曲率,即 κ = −xuuyu + xuyuu.

将 r(u, v)− r (u0, v0)与 n (u0, v0)做内积得到法方向的分量

h(u, v) = 〈r(u, v)− r (u0, v0) ,n(u0, v0)〉

称为高度函数,刻画了点 r(u, v)相对于 r (u0, v0)处切平面的高度.

Def 2.5 在参数表示 r = r(u, v)下 II是关于 (du, dv)的二次型,则

1. LN −M2 > 0,这时 II是正定或负定的,曲面是凸或者凹的 (取决于法向的选取),满足该条
件的点称作椭圆点;

2. LN −M2 < 0,这时 II是不定的,曲面是马鞍形的,满足该条件的点称作双曲点;
3. LN −M2 = 0,这时 II是退化的,该点称作抛物点. 特殊地,若 L = M = N = 0,则满足该
条件的点称作平点.

将 r(u, v)在 (u0, v0)处 Taylor展开,有

h(u, v) =
1

2

(
L∆u2 + 2M∆u∆v +N∆v2

)
+ o

(
∆u2 +∆v2

)
,

这说明曲面的第二基本形完全刻画了曲面的弯曲.

Thm 2.4 曲面在一点的第二基本形在同向参数变换下不变,在反向参数变换下变为其负.

Thm 2.5 第二基本形在刚体运动下不变，在反向刚体运动下变为其负.

Prop 2.4 曲面 S : r(u, v)是平面 ⇐⇒ 其第二基本形 II = 0 ⇐⇒ 法向量 n是常向量.

2.2 Normal Curvature and Principal Curvature

设曲面 S : r(u, v), P0 (u0, v0)处的曲率向量
d2r
ds2
一般不再是曲面的切向量;于是我们将其分

解为曲面的切向和法向两部分.
设 r(s) = r(u(s), v(s))是曲面 S 上的弧长参数化曲线, (u (s0) , v (s0)) = (u0, v0);于是切向

量为 t = ṙ = ruu
′ + rvv

′ ,曲率向量为

r̈ = ruu
′′ + rvv

′′ + ruuu
′2 + rvvv

′2 + 2ruvu
′v′.

11
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设 a = u′(s0), b = v′(s0) ,则在 (u0, v0)处,曲率向量在法向上的分量为

〈r̈, n〉 = Lu′2 + 2Mu′v′ +Nv′2 = a2L+ 2abM + b2N,

其与曲线的选取无关,仅与曲线在该点处的单位切向量的方向有关.

Def 2.6 设曲面上某一点的切向量为 w = ξru + ηrv ∈ TPS, 则这一点沿切向量 w 的法曲率

(normal curvature)定义为

kn(w) =
II(w,w)

I(w,w)
=
Lξ2 + 2Mξη +Nη2

Eξ2 + 2Fξη +Gη2
.

曲面沿一个方向的法曲率反映了曲面沿该方向的弯曲程度.

Thm 2.6 法曲率在同向参数变换和曲面的刚体运动下也保持不变; 但在反向参数变换或反向刚
体运动下改变符号.

Eg 2.5 半径为 a的球面上任意一点沿任何一个方向的法曲率均为
1

a
. 这说明球面沿任何方向的

弯曲是一样的.

Prop 2.5 曲面沿单位切向量 v = λru + µrv ∈ TPS 的法曲率为 kn(v) = Lλ2 + 2Mλµ+Nµ2,并
且 kn(v) = kn(−v). 我们有

1. 对于曲面的椭圆点,即 LN −M2 > 0时,则 kn(v) = 0无解,沿 P 点任何切向的法曲率同时

为正或为负. 这说明曲面在该点沿任意方向的弯曲是同向的；
2. 对于曲面的双曲点,即 LN −M2 < 0时,则 kn(v) = 0有两个线性无关的解,这两个方向称
为该点的渐近方向. 两个渐进方向将切平面分成四个区域,相对的区域法曲率符号相同;

3. 对于不是平点的抛物点,则 kn(v) = 0只有一个解,这个方向称为渐近方向. 渐进方向将切
平面分成两个区域,法曲率在两个区域均不为零且符号相同;

4. 对于平点,法曲率 kn沿任何方向均为零,即曲面局部没有弯曲,类似于平面.

Def 2.7 曲面 S 的 Gauss映射定义为其到单位球面 S2上的映射

g : S → S2 r(u, v) 7→ n(u, v).

通过 Gauss映射的微分可以得到切平面上的线性变换:

Def 2.8 定义曲面的Weingarten变换为切平面之间的线性变换W:

W : TPS → TPS, v = λru + µrv 7→ − (λnu + µnv) .

Thm 2.7 Weingarten变换在同向参数变换和刚体运动下不变,在反向参数变换和反向刚体运动下
变为其负.
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Prop 2.6 曲面 S 沿切向量 v方向的法曲率可表为 kn(v) =
〈W(v),v〉
〈v,v〉

.

Thm 2.8 Weingarten变换是曲面切平面上的自伴算子 (self adjoint),即

∀v,w ∈ TPS, 〈W(v),w〉 = 〈v,W(w)〉 .

Weingarten变换作为平面自伴算子有两个特征值且都是实数 (自伴算子在一组单位正交基下
的变换矩阵是实对称阵). 考虑特征值 k使得 〈W(v),v〉 = 〈kv,v〉 = k,则 k本质上是 v方向的法

曲率,于是

Def 2.9 定义 Weingarten变换在 P ∈ S 点的两个特征值 k1, k2 为 S 在 P 点的主曲率 (principle
curvature),对应的两个特征向量的方向称为曲面在 P 点的主方向 (principal direction).

Remark. 曲面可以看作是由无数条相同高度的等高线组成. 在等高线上的某一点,曲率最大的方
向是与该点切线垂直的方向,曲率最小的方向是与该点法线垂直的方向,而法线与切线垂直;主方
向就是曲面弯曲程度最大以及最小的两个方向,即最陡峭和最平稳的两个方向.

假设主曲率为 k，主方向为 v，则 kn(v) = 〈W(v),v〉 = 〈kv,v〉 = k,这说明主曲率就是主方
向上的法曲率;另一方面,如果有两个不同的主曲率,则它们对应的主方向必定正交;否则若主曲
率相同,则任意方向都是主方向. 据此可以在曲面任意一点确定单位正交的主方向 {ei, ej}.

曲面 S : r(u, v)在切平面的基 {ru, rv}下Weingarten变换的系数矩阵是

W =

(
a b

c d

)
=

(
L M

M N

)(
E F

F G

)−1

=
1

EG− F 2

(
LG−MF ME − LF

MG−NF NE −MF

)
,

即主曲率 k须满足方程

k2 − LG− 2MF +NE

EG− F 2
k +

LN −M2

EG− F 2
= 0.

一般记曲面的两个主曲率 (即上述方程的两根)为 k1, k2.

Def 2.10 定义曲面 S 的平均曲率 (mean curvature) H 和 Gauss曲率 (Gauss curvature)K 为:

H =
1

2
(k1 + k2) =

1

2
trW =

1

2

LG− 2MF +NE

EG− F 2
, K = k1k2 = detW =

LN −M2

EG− F 2
.

Cor Gauss曲率K 满足

nu ∧ nv = (ad− bc)ru ∧ rv = Kru ∧ rv,

这里 a, b, c, d是上述Weingarten变换的系数矩阵.
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Thm 2.9 主曲率和平均曲率在同向参数变换和刚体运动下不变, 在反向参数变换和反向刚体运
动下变为其负; Gauss曲率在参数变换和合同变换下不变.

Def 2.11 平均曲率H恒为 0的曲面称为极小曲面 (minimal surface);它分为平面,悬链面 (catenoid),
螺旋面 (helicoidal surface)三类.

Thm 2.10 Euler公式: 设 k1, k2是曲面在 P 的主曲率, e1, e2是相应的单位正交主方向. 设单位向
量 v ∈ TPS 与 e1的夹角为 θ,则曲面在 P 点沿 v方向的法曲率为

kn(v) = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ.

Proof. 设 v = cos θe1 + sin θe2,计算有

kn(v) = 〈W(v),v〉 = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ.

Cor 于是当主曲率 k1, k2不等时,法曲率在主方向上取极大值或极小值;当主曲率 k1, k2相等时,
法曲率与切方向无关.

Lemma. 设 P 是曲面 S上的一点,则参数曲面 S : r(u, v)总存在一个新的同向参数表示 r(ũ, ṽ),
使得 {rũ(P ), rṽ(P )}恰好是 P 点的单位正交主方向.

Prop 2.7 切向量 w = λru + µrv 是 S : r(u, v)的一个主方向当且仅当行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ2 −λµ λ2

E F G

L M N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

此时主曲率 k满足 k(Eλ+ Fµ) = Lλ+Mµ, k(Fλ+Gµ) =Mλ+Nµ.

于是不妨取参数化表示 S : r(u, v)使得 ru, rv 是 (u0, v0)处的单位正交主方向,对应的主曲
率为 k1, k2. 于是此时第一基本形系数矩阵 I = I2,第二基本形系数矩阵 II = diag{k1, k2}. 将 r在

(u0, v0)处作二阶 Taylor展开,有

∆r =r (u0 +∆u, v0 +∆v)− r (u0, v0)

=ru∆u+ rv∆v +
1

2
(ruu∆u∆u+ 2ruv∆u∆v + rvv∆v∆v) + o(∆u∆u+∆v∆v)

= (∆u) i+ (∆v) j +
1

2
(k1∆u∆u+ k2∆v∆v)k.
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于是向量 ∆r在正交标架 {P ; ru, rv,n}下的近似坐标是(
∆u,∆v,

1

2
(k1∆u∆u+ k2∆v∆v)

)
.

Prop 2.8 S 在 P 点的二阶近似曲面是:

S∗ : x = u; y = v; z =
1

2

(
k1u

2 + k2v
2
)
.

其中,对 Gauss曲率K = k1k2,

1. K > 0时, P 是椭圆点, S∗是椭圆抛物面;
2. K < 0时, P 是双曲点, S∗是双曲抛物面;
3. K = 0时, P 是抛物点, S∗是抛物柱面.

特殊地, 当 k1 = k2 = k 时, 这样的点称作脐点 (umbilical point);此时若 k 6= 0则称为圆点,
k = 0时即为平点.

直观地,在脐点处,曲面沿任何切方向的弯曲程度一样. 在脐点处 Gauss曲率 K = H2,这里
H 为平均曲率;两个主曲率相等,任何方向均为主方向.

Eg 2.6 若曲面 S 的每一个点都是脐点,则称其为全脐点曲面. 全脐点曲面有且仅有平面或球面,
即 S 是全脐点曲面当且仅当 S 是平面或者球面的一部分.

Prop 2.9 Gauss曲率的几何意义: 对 S 上包含点 P 的区域D, g(D)是其在 Gauss映射下的像,则

lim
D→P

Area(g(D))

Area(D)
= K(P ).

其说明通过 Gauss映射反映的曲面在一点的弯曲程度正好是该点的 Gauss曲率.

Prop 2.10 对于平面正则曲线 (f(u), g(u)), f > 0, u是弧长参数,则其给出旋转曲面

r(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)), v ∈ (0, 2π),

则有

K = −f
′′

f
, H =

1

2

(
g′

f
− f ′′

g′

)
, k1 = −f

′′

g′
, k2 =

g′

f
.

Eg 2.7 常平均曲率的旋转曲面称作 Delaunay曲面.

Prop 2.11 旋转面如果是极小曲面则一定是悬链面.

Eg 2.8 直纹面 (ruled surface) 是指由单参数直线族构成的曲面, 它的参数表达式为 r(u, v) =

a(u) + vb(u), 其中 a(u) 是一条空间曲线, b(u) 是随 u 变化的一个方向. 固定 u, a(u) + vb(u)

是过 a(u)沿方向 b(u)的一条直线,称为直纹面的直母线.
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Gauss曲率恒为零的直纹面称为可展曲面 (developable surface).

对直纹面 r(u, v) = a(u) + vb(u),下述条件等价:

1. r(u, v)是可展曲面,即K = 0或M = 0;
2.
(
a′, b, b′

)
= 0;

3. 沿着直母线,直纹面的法向量不变,即 nv = 0.

Def 2.12 设直纹面 S 的参数表示为 r(u, v) = a(u) + vb(u) , 当 a 是常值向量 a0 时, 称它为以
a0 为顶点的锥面 (conical surface),这时 S 的直母线均过定点;当方向 b与 u无关时,称它为柱面
(cylinder), 这时 S 的直母线均平行;空间正则曲线 r(t)的切线全体构成空间的一张曲面, 这个曲
面可以表示为 r(v, t) = r(t) + vr′(t),称为切线面 (tangent surface).

锥面,柱面,切线面均为可展曲面. 事实上,我们有分类:

Thm 2.11 设可展曲面 S 的参数表示为 r(u, v) = a(u) + vb(u),满足
(
a′, b, b′

)
= 0,

1. 若 b(u) ∧ b′(u) ≡ 0,则 S 为柱面;
2. 若 b(u) ∧ b′(u) 6= 0,即 b(u)和 b′(u)线性独立,记 a′(u) = λ(u)b(u) + µ(u)b′(u),令 ã(u) =

a(u)− µ(u)b(u) ,则 ã′(u) = (λ(u)− µ′(u)) b(u).

(a) 若 ã′(u) ≡ 0,则 ã(u)恒为 a0, S 为以 a0为顶点的锥面.
(b) 若 ã′(u) 6= 0,则 ã(u)是正则曲线, S 的直母线是曲线 ã(u)的切线,此时 S 是切线面.

2.3 Natural Frame

这部分的中心是:证明任给光滑函数 E,F,G,L,M,N ,形式

I = E dudu+ 2F dudv +Gdvdv, II = Ldudu+ 2M dudv +N dvdv,

是某个曲面的第一,第二基本形当且仅当其满足 Gauss方程和 Codazzi方程,且这个曲面在相差一
个合同变换的意义下唯一.
我们先用自然标架讨论.

Def 2.13 给定曲面 S : r = r(u, v),若 ∀r(u0, v0) ∈ S, x(u0, v0)是从点 r(u0, v0)出发的一个向量,
并且 x(u, v)光滑地依赖于参数 (u, v),则称 x(u, v)为 S 上的光滑向量场 (smooth vector field).
若此时 ∀(u, v), x(u, v) 是曲面 S 在点 r(u, v) 的切向量时, x(u, v) 称为曲面 S 的切向量场;

x(u, v)是曲面 S 在点 r(u, v)的法向量时, x(u, v)称为曲面 S 的法向量场.

向量场 x代表:只要给定 (u0, v0),就给定了在该点处的一个向量.

Eg 2.9 ru和 rv 是曲面 S 上的切向量场; n =
ru ∧ rv
|ru ∧ rv|

是曲面 S 的单位法向量场.

Def 2.14 若对曲面 S 上的处处线性无关的向量场 x1,x2,x3,则以曲面上的点为原点的 E3 的坐
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2.3 Natural Frame NICOLAS-KENG

标系 {r(u, v);x1(u, v),x2(u, v),x3(u, v)}定义为 S上的活动标架 (moving frame). 一般地,我们要
求正向 (右手系),亦即混合积 (x1,x2,x3) > 0.

{r(u, v); ru, rv,n}称作曲面的自然 (natural)标架.

直观来说, S 的一个活动标架就是在 S 的每一个点给了 E3的一组标架.

Eg 2.10 如果 {x1,x2,x3}为单位正交标架,则称 {r;x1,x2,x3}为曲面 S 的正交 (orthogonal)标
架.
曲面的正交标架一定存在:由自然标架 {ru, rv}进行 Gram-Schmidt正交化

e1 =
ru√

〈ru, ru〉
=

ru√
E
, e2 =

rv − 〈rv, e1〉 e1
|rv − 〈rv, e1〉 e1|

=
Erv − Fru√
E
√
EG− F 2

,

有切平面的单位正交基;再令 e3 = e1 ∧ e2 =
ru ∧ rv
|ru ∧ rv|

= n,则 {r; e1, e2, e3}是 S 的正向正交标

架.

Remark. 通过研究曲面上的任意标架来研究曲面与标架无关的几何性质,是微分几何学的一个
基本方法. 为了使 {r;x1,x2,x3}能准确反映曲面的几何性质, 以后我们均设 x1,x2 是曲面的切

向量.

Def 2.15 对 α, β, γ ∈ {1, 2},我们作如下张量记号约定:

1. 曲面的参数化: S : r
(
u1, u2

)
;

2. Einstein求和约定: 如果一个单项中同一个指标作为上标,下标同时出现,则代表对该指标进
行求和,即 aib

i =
∑
i∈I

aib
i;

3. 偏导: rα =
∂r

∂uα
, rαβ =

∂2r

∂uα∂uβ
, rαβγ =

∂3r

∂uα∂uβ∂uγ
;

4. 定义 gαβ = 〈rα, rβ〉,即 g11 = E, g12 = F, g22 = G,
5. 定义 bαβ = 〈rαβ ,n〉 = 〈rα,−nβ〉,即 b11 = L, b12 =M, b22 = N ,

(a) 第一,二基本形: I = gαβ duα duβ , II = bαβ duα duβ;
(b) (gαβ), (bαβ)对应第一,二基本形的系数矩阵,记 g = det (gαβ), b = det (bαβ);
(c)

(
gαβ
)
2×2

= (gαβ)
−1
2×2,

(
bαβ
)
2×2

= (bαβ)
−1
2×2为逆矩阵, gαγgγβ = δβα, bαγbγβ = δβα.

这里 δβα 是 Kronecker符号.

显然 gαβ , bαβ 关于下标 α, β 对称.
我们下面求自然标架 {r; r1, r2,n}关于参数

(
u1, u2

)
偏导数的表达式. 设

rαβ =
∂rα
∂uβ

= Γγ
αβrγ + Cαβn, nα =

∂n

∂uα
= Dβ

αrβ +Dαn,

其中 Γγ
αβ , Cαβ , D

β
α, Dα是待定系数.

17



2.3 Natural Frame NICOLAS-KENG

分别作内积 〈rαβ ,n〉 , 〈nα,n〉 , 〈nα, rγ〉,经过计算可得

Cαβ = bαβ , Dα = 0, Dβ
α = −bαγgβγ .

记 bβα = bαγg
γβ ,于是 Dβ

α = −bβα;最后求系数 Γγ
αβ . 作内积 〈rαβ , rδ〉,结合

∂gαβ
∂uγ

= 〈rαγ , rβ〉+ 〈rβγ , rα〉

的轮换求和,化简即得 Γγ
αβ . 一般地,我们有如下定义:

Def 2.16 定义曲面 S 的 Christoffel符号为

Γγ
αβ =

1

2
gγξ
(
∂gαξ
∂uβ

+
∂gβξ
∂uα

−
∂gαβ
∂uξ

)
= gγξ 〈rαβ , rξ〉 ,

有时也将下式称为曲面的第二类 Christoffel符号:

Γξαβ = gγξΓ
γ
αβ =

1

2

(
∂gαξ
∂uβ

+
∂gβξ
∂uα

−
∂gαβ
∂uξ

)
= 〈rαβ , rξ〉 .

曲面的 Christoffel符号由曲面第一基本形的系数 (及偏导数)完全确定. 显然 Γγ
αβ = Γγ

βα.

Thm 2.12 曲面 S 自然标架 {r; r1, r2,n}的运动方程:
∂r

∂uα
= rα

∂rα
∂uβ

= Γγ
αβrγ + bαβn

∂n

∂uα
= −bαγgγβrα

,


Γγ
αβ =

1

2
gγξ
(
∂gαξ
∂uβ

+
∂gβξ
∂uα

−
∂gαβ
∂uξ

)
bβα = bαγg

γβ

Remark. 系数
(
bβα
)
就是Weingarten变换在基 {r1, r2}下的系数矩阵.

回到原来的记号,用 (u, v)代替
(
u1, u2

)
,用 E,F,G表示第一基本形的系数,即

g11 = E, g12 = g21 = F, g22 = G,

则

g11 =
G

EG− F 2
, g12 = g21 =

−F
EG− F 2

, g22 =
E

EG− F 2
,
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2.3 Natural Frame NICOLAS-KENG

我们有如下一般及正交参数系 (F ≡ 0)形式的 Christoffel符号:

Christoffel符号 一般系数 正交参数系

Γ1
11

1

EG− F 2

(
G

2

∂E

∂u
+
F

2

∂E

∂v
− F

∂F

∂u

)
1

2

∂ lnE
∂u

Γ1
12 = Γ1

21

1

EG− F 2

(
G

2

∂E

∂v
− F

2

∂G

∂u

)
1

2

∂ lnE
∂v

Γ2
11

1

EG− F 2

(
−F

2

∂E

∂u
− E

2

∂E

∂v
+ E

∂F

∂u

)
− 1

2G

∂E

∂v

Γ1
22

1

EG− F 2

(
G
∂F

∂v
− G

2

∂G

∂u
− F

2

∂G

∂v

)
− 1

2E

∂G

∂u

Γ2
12 = Γ2

21

1

EG− F 2

(
−F

2

∂E

∂v
+
E

2

∂G

∂u

)
1

2

∂ lnG
∂u

Γ2
22

1

EG− F 2

(
−F ∂F

∂v
+
F

2

∂G

∂u
+
E

2

∂G

∂v

)
1

2

∂ lnG
∂v

Eg 2.11 单位球面在球极投影参数

r(u, v) =

(
2u

1 + u2 + v2
,

2v

1 + u2 + v2
,
u2 + v2 − 1

1 + u2 + v2

)
下的 Christoffel符号为

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ1
21 = − 2u

1 + u2 + v2
,

Γ2
22 = Γ1

12 = Γ2
21 = − 2v

1 + u2 + v2
,

Γ2
11 =

2v

1 + u2 + v2
, Γ1

22 =
2u

1 + u2 + v2
.

另外,易证此时第二基本形的系数

L = E, M = F = 0, N = G,

所以Weingarten变换的系数矩阵为
(
bβα
)
= I2.
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2.3 Natural Frame NICOLAS-KENG

我们对 rαβ = Γξ
αβrξ + bαβn左右关于 γ 求导,则得到

∂

∂uγ

(
∂rα
∂uβ

)
=

∂

∂uγ

(
Γξ
αβrξ + bαβn

)
=
∂Γξ

αβ

∂uγ
rξ + Γξ

αβrξγ +
∂bαβ
∂uγ

n+ bαβ
∂n

∂uγ

=
∂Γξ

αβ

∂uγ
rξ + Γξ

αβ

(
Γη
ξγrη + bξγn

)
+
∂bαβ
∂uγ

n+ bαβ

(
−bξγrξ

)
=

(
∂Γξ

αβ

∂uγ
+ Γη

αβΓ
ξ
ηγ − bαβb

ξ
γ

)
rξ +

(
Γξ
αβbξγ +

∂bαβ
∂uγ

)
n.

由于 rαβγ = rαγβ ,上式中 rξ 和 n的系数关于 β, γ 对称,于是得到下列方程:

Def 2.17 
∂

∂uγ
Γξ
αβ − ∂

∂uβ
Γξ
αγ + Γη

αβΓ
ξ
ηγ − Γη

αγΓ
ξ
ηβ − bαβb

ξ
γ + bαγb

ξ
β = 0

∂

∂uγ
bαβ − ∂

∂uβ
bαγ + Γξ

αβbξγ − Γξ
αγbξβ = 0.

称为曲面的结构方程或 Gauss-Codazzi方程,其中上式称作 Gauss方程,下式称作 Codazzi方程.

Causs-Codazzi方程是运动方程这组一阶 PDE的可积性条件,由于α, β, γ, ξ = 1, 2,所以Gauss
方程和 Codazzi方程是两组方程. 为简化书写,我们引进如下 Riemann记号:

Def 2.18 定义如下记号为 Riemann记号:

Rδαβγ = gδξ

(
∂Γξ

αβ

∂uγ
− ∂Γξ

αγ

∂uβ
+ Γη

αβΓ
ξ
ηγ − Γη

αγΓ
ξ
ηβ

)
.

Prop 2.12 Riemann记号的对称性: (1, 2)反对称, (3, 4)反对称, (12, 34)对称,即:

Rδαβγ = Rβγδα = −Rαδβγ = −Rδαγβ .

于是,我们可以将Gauss-Codazzi方程改写作如下的独立方程形式;其中, Gauss方程含一个独
立方程,而 Codazzi方程含两个独立方程.

Thm 2.13 Guass方程:
Rδαβγ = − (bαγbβδ − bαβbγδ) ,

由对称性可将其写作

R1212 = −
(
b11b22 − (b12)

2
)
.

Codazzi方程在 β = γ 时是平凡的,因此不妨设 β = 1, γ = 2,于是
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2.4 Orthogonal frame NICOLAS-KENG

Thm 2.14 Codazzi方程: 
∂b11
∂u2

− ∂b12
∂u1

= b1ξΓ
ξ
12 − b2ξΓ

ξ
11

∂b21
∂u2

− ∂b22
∂u1

= b1ξΓ
ξ
22 − b2ξΓ

ξ
21

Gauss方程给出了一个第二基本形的行列式 LN −M2的 Riemann记号表达,从而能够给出

Thm 2.15 Gauss绝妙定理 (Theorema Egregium): Gauss曲率K由曲面的第一基本形唯一确定,即

K =
R1212

g
=

R1212

EG− F 2

=
1

2
√
g

(
∂

∂u

(
F

E
√
g

∂E

∂v
− 1

√
g

∂G

∂u

)
+

∂

∂v

(
2
√
g

∂F

∂u
− 1

√
g

∂E

∂v
− F

EH

∂E

∂u

))
.

这说明高斯曲率是曲面的一个内蕴量,这便是曲面内蕴几何的起源. 它也有另一种计算方式:

Prop 2.13 Gauss曲率的 Brioschi公式:

K =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

2Evv + Fuv − 1
2Guu

1
2Eu Fu − 1

2Ev

Fv − 1
2Gu E F

1
2Gv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1
2Ev

1
2Gu

1
2Ev E F
1
2Gu F G

∣∣∣∣∣∣∣∣
(EG− F 2)2

Thm 2.16 唯一性: 设 S1 : r
(
u1, u2

)
和 S2 : r̃

(
u1, u2

)
是定义在同一个参数域 D 上的两个曲面,

若 ∀
(
u1, u2

)
∈ D, S1 和 S2 在

(
u1, u2

)
点有相同的第一基本形和第二基本形,则 S1 和 S2 相差一

个 E3的刚体运动,即存在唯一的 E3上的刚体运动 T 使得 r̃ = T ◦ r.

Thm 2.17 存在性: 若给定单连通区域 D 上光滑函数构成的对称正定矩阵 (gαβ) 和对称矩阵

(bαβ),类似定义 Γγ
αβ , b

α
β ,若其确定的 Gauss-Codazzi方程在 D 上恒成立,则 ∀u0 =

(
u10, u

2
0

)
∈ D,

存在 u0的邻域 U ⊂ D以及定义在 U 上的曲面 r (u1, u2) : U → E3,使得 φ和 ψ分别为该曲面的

第一,第二基本形.

2.4 Orthogonal frame

接下来我们研究曲面的正交标架的运动方程和结构方程. 一般地, 给定 E3 的曲面 S : r =

r(u, v),对正交标架 {r; e1, e2, e3},我们要求 e1, e2落在切空间中,这时 e3 = ±n.
于是存在可逆方阵 A = (aij)作为基变换矩阵,使得(

ru

rv

)
= A

(
e1

e2

)
⇒ dr =

(
du dv

)(ru
rv

)
=
(
du dv

)
A

(
e1

e2

)
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Def 2.19 做如下记号约定:记(
ω1 ω2

)
=
(
du dv

)
A, ωi = 〈dr, ei〉 = a1i du+ a2i dv, (i = 1, 2),

记

dei =
3∑

j=1

ωijej , ωij = 〈dei, ej〉 , (i, j = 1, 2, 3).

于是诸 ωi, ωij 都是一阶微分形式. 特殊地, ω12称作联络形式.

显然 ωii = 0, (ωij)反对称. 我们经过运算有:

Thm 2.18 正交活动标架下的运动方程和曲面基本形: 对 E3 的曲面 S : r = r(u, v)及其正交标

架 {r; e1, e2, e3},则

dr = ω1e1 + ω2e2

de1 = ω12e2 + ω13e3

de2 = ω21e1 + ω23e3

de3 = ω31e1 + ω32e2

,

I = ω1ω1 + ω2ω2

II = ω1ω13 + ω2ω23

曲面的第一,第二基本形由正交标架运动方程的系数确定. 事实上,我们还有

Prop 2.14 曲面的第一基本形不依赖于正交标架的选取;曲面的第二基本形不依赖于同法向的正
交标架选取.

Proof. 若对正交标架的 {e1, e2}作旋转,即设(
ẽ1

ẽ2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
e1

e2

)
,

其中 θ = θ(u, v)光滑. 利用正交标架的运动方程,计算得(
ω̃1

ω̃2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
ω1

ω2

) (
ω̃13

ω̃23

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
ω13

ω23

)
.

下面我们讨论正交活动标架与自然标架的关系. 注意到

I = 〈dr, dr〉 =
(
du dv

)
AAT

(
du
dv

)
⇒

(
E F

F G

)
= AAT ,

du, dv可以与 ω1, ω2 互相线性表示. 注意到一阶微分形式 ω13 和 ω23 是 du, dv的线性组合,因此
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它们也可表示为 ω1, ω2的线性组合. 设

(
ω13 ω23

)
=
(
ω1 ω2

)
B, B =

(
h11 h21

h12 h22

)
.

当 e3 = n时, detA =
√
EG− F 2,第二基本形

II =
(
ω1 ω2

)
B

(
ω1

ω2

)
=
(
du dv

)
ABAT

(
du
dv

)
⇒

(
L M

M N

)
= ABAT .

Prop 2.15 矩阵 B 的特征值是主曲率,行列式是 Gauss曲率,
1

2
trB 是平均曲率.

Proof. Weingarten 变换在自然基下的系数矩阵为 (ABAT )(AAT )−1 = ABA−1, 与 B 相似;
相似变换不改变矩阵的特征值,行列式,迹.
事实上,这里BT 是Weingarten变换在基 {e1, e2}下的系数矩阵, hβα = 〈W(eα), eβ〉 , (α, β =

1, 2). 特别地,由Weingarten变换是自伴算子立得 B 是对称矩阵. 严谨地,

Prop 2.16 B 是 Weingarten变换在基 {e1, e2}下的系数矩阵. 特别地,若曲面无脐点且 e1, e2 是

主方向,则主曲率使得 ω13 = k1ω1, ω23 = k2ω2.

Proof.

W

(
e1

e2

)
= A−1W

(
ru

rv

)
= A−1ABA−1

(
ru

rv

)
= B

(
e1

e2

)
,

于是 B 是系数矩阵. 这时,代入定义与上命题,

〈W(e1), e1〉 = k1, 〈W(e1), e2〉 = 〈W(e2), e1〉 = 0, 〈W(e2), e2〉 = k2,

系数矩阵 B 是对角阵 diag{k1, k2};第二基本形为 II = k1ω1ω1 + k2ω2ω2.
为研究曲面上正交标架的变化规律, 微分是必要的手段, 这是因为正交标架不再直接依赖于

曲面的参数. 我们首先阐述一下外微分形式的基本性质.

Def 2.20 设 D是平面参数区域,定义 Λk(D)为所有 D上的光滑 k-形式组成的几何,即低维时

Λ0(D) = C∞(D), Λ1(D) = {f du+ gdv | f, g ∈ C∞(D)} , Λ2(D) = {f du ∧ dv | f, g ∈ C∞(D)} ,

其中 ∧表示外微分形式的外积,满足 ∀θ1, θ2, ω ∈ Λ1, f1, f2 ∈ Λ0(D),有

1. 线性性: (f1θ1 + f2θ2) ∧ ω = f1 (θ1 ∧ ω) + f2 (θ2 ∧ ω);
2. 反交换性: θ1 ∧ θ2 = −θ2 ∧ θ1.

Def 2.21 定义外微分算子 d : Λk(D) → Λk+1(D) ,使得

1. d(f) = fu du+ fv dv;
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2. d(f du+ gdv) = df ∧ du+ dg ∧ dv = (gu − fv) du ∧ dv.

Thm 2.19 外微分算子的性质: ∀θ ∈ Λ1, f, g ∈ Λ0(D),有

1. d(fg) = gdf + f dg;
2. d(fθ) = df ∧ θ + f dθ;
3. d(θf) = dθ · f − θ ∧ df ;
4. Poincare引理: d ◦ d = 0.

下面我们重新推导 Gauss-Codazzi方程. 取曲面 S 的正交标架 {r; e1, e2, e3},运动方程为

dr = ω1e1 + ω2e2, dei =
3∑

j=1

ωijej ,

对 dr外微分,得到

0 =d

(
2∑

α=1

ωαeα

)
=

2∑
α=1

(dωαeα − ωα ∧ deα)

=

(
dω1 −

2∑
α=1

ωα ∧ ωα1

)
e1 +

(
dω2 −

2∑
α=1

ωα ∧ ωα2

)
e2 −

2∑
α=1

ωα ∧ ωα3e3,

将上式分别对 e1, e2, e3内积,得到

dω1 = ω2 ∧ ω21, dω2 = ω1 ∧ ω12, ω1 ∧ ω13 + ω2 ∧ ω23 = 0.

由 B 的定义,第三个方程的含义就是 B 是对称矩阵,前两个方程是结构方程的一部分.
对 dei外微分,得到

0 =d

 3∑
j=1

ωαjej

 =
3∑

j=1

(dωαjej − ωαj ∧ dej)

=
3∑

k=1

dωαk −
3∑

j=1

ωαj ∧ ωjk

 ek,

因此我们有

dωαk −
3∑

j=1

ωαj ∧ ωjk = 0, (α = 1, 2; k = 1, 2, 3).

特殊地, k = 1或 k = 2时,非零的 ωαk 只能是 ω21 = −ω12;当 k = 3时是关于 ω13 和 ω23 的

外微分满足的方程. 具体写出,即:
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2.4 Orthogonal frame NICOLAS-KENG

Thm 2.20 称下式为曲面的 Gauss-Codazzi方程:

dω12 = ω13 ∧ ω32,

dω13 = ω12 ∧ ω23

dω23 = ω21 ∧ ω13

其中左式称作 Gauss方程,右二式称作 Codazzi方程. 它们和方程

dω1 = ω2 ∧ ω21, dω2 = ω1 ∧ ω12

并称为曲面正交标架的结构方程式.

上述五式是正交标架运动方程的可积性条件. 此时的 Gauss绝妙定理为:

Thm 2.21 正交活动标架下的 Gauss绝妙定理:

dω12 = −Kω1 ∧ ω2, K = − ω12

ω1 ∧ ω2

特殊地,若曲面的参数 (u, v)是正交参数系, F ≡ 0,这时有

Thm 2.22 正交参数系下的 Gauss方程:

− 1√
EG

((
(
√
E)v√
G

)
v

+

(
(
√
G)u√
E

)
u

)
=
LN −M2

EG
.

Thm 2.23 正交参数系下的 Codazzi方程:
(

L√
E

)
v

−
(
M√
E

)
u

= N
(
√
E)v
G

+M
(
√
G)u√
EG(

N√
G

)
u

−
(
M√
G

)
v

= L
(
√
G)u
E

+M
(
√
E)v√
EG

若对正交标架的 {e1, e2}旋转角度 θ,则得到一组新标架 {r; ẽ1, ẽ2, e3}, ω̃i, ω̃ij 是相应的诸微

分形式. 于是

ẽ1 = cos θe1 + sin θe2, ẽ2 = − sin θe1 + cos θe2,

ω̃1 = cos θω1 + sin θω2, ω̃2 = − sin θω1 + cos θω2,

ω̃13 = cos θω13 + sin θω23, ω̃23 = − sin θω13 + cos θω23,

由此不难验证,以下是曲面的几何量,与正交标架的选取无关:

1. 第一基本形 I = ω1ω1 + ω2ω2 = ω̃1ω̃1 + ω̃2ω̃2;
2. 曲面的面积元 dA = ω1 ∧ ω2 = ω̃1 ∧ ω̃2;
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2.4 Orthogonal frame NICOLAS-KENG

3. 第二基本形 II = ω1ω13 + ω2ω23 = ω̃1ω̃13 + ω̃2ω̃23;
4. Gauss映射的面积元 dσ = ω13 ∧ ω23 = ω̃13 ∧ ω̃23 = K du ∧ dv;
5. Hopf恒等式 ψ = ω1ω23 − ω2ω13 = ω̃1ω̃23 − ω̃2ω̃13.

但是特别地,联络形式有 ω̃12 = ω12 + dθ,说明联络形式不是几何量. 他们的几何意义将在曲
面的内蕴几何学中进一步阐述.
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3 Intrinsic Surfaces

Gauss绝妙定理告诉我们 Gauss曲率由曲面的第一基本形决定,这是所谓内蕴几何的开端,内
蕴的含义是度量蕴含几何. 第一基本形实质上是一个正定二次微分式,我们可以直接把定义在参
数区域上的一个正定二次微分式视为度量,由此出发研究它的几何学. 这是 Riemann几何的开端.
首先我们重述等距变换:

Def 3.1 设 S和 S̃是E3的两张曲面, σ为 S到 S̃的一个双射. 若 S上的任意曲线 C与 C̃ = σ(C)

长度相等,则称 σ为 S 到 S̃ 的等距变换 (isometry).

两个等距的曲面不一定是合同的. 将一张纸卷成圆筒,圆筒与铺平的纸当然是等距的,但它们
不能通过 E3的运动叠合到一起.

Prop 3.1 设曲面 S 和 S̃ 的参数表示分别为 r = r(u, v) 和 r̃ = r̃(ũ, ṽ), S 与 S̃ 之间的双射

σ(u, v) = (ũ, ṽ)是等距对应的充要条件是在对应 σ下,它们的第一基本形满足

(
E F

F G

)
= Jσ

(
Ẽ F̃

F̃ G̃

)
JT

σ, Jσ =


∂ũ

∂u

∂ṽ

∂u
∂ũ

∂v

∂ṽ

∂v

 .

Proof. 考虑弧长微元 ds,代入

ds2 =
(
du dv

)(E F

F G

)(
du
dv

)
, ds̃2 =

(
dũ dṽ

)(Ẽ F̃

F̃ G̃

)(
dũ
dṽ

)

即可.
用正交标架来描述等距变换更为方便.

Prop 3.2 设 σ 是曲面 S 和 S̃ 间的双射, σ 为等距变换的充要条件是: 可以选取适当的正交标架
{e1, e2, e3}和 {ẽ1, ẽ2, ẽ3}使得在对应点

ω1 = ω̃1, ω2 = ω̃2.

为进一步理解等距变换,我们引进切映射的概念.
取切向量 v = aru + brv ∈ TPS,若 S 上的曲线 r(t) = r(u(t), v(t))满足

r(0) = P,
dr

dt
∣∣
t=0

= ru
du
dt

(0) + rv
dv
dt

(0) = aru + brv = v,

27



NICOLAS-KENG

则 r̃(t) = σ ◦ r(t)是曲面 S̃ 上的曲线, r̃(0) = σ(P ),它在 t = 0处的切向量

ṽ =
dr̃
dt

(0) = r̃ũ
dũ
dt

(0) + r̃ṽ
dṽ
dt

(0)

= r̃ũ

(
a
∂ũ

∂u
+ b

∂ũ

∂v

) ∣∣
t=0

+ r̃ṽ

(
a
∂ṽ

∂u
+ b

∂ṽ

∂v

) ∣∣
t=0

.

仅依赖于 v和对应 σ,而与曲线 r的选取无关.

Def 3.2 曲面 S 和 S̃ 间的双射

dσ : TPS → Tσ(P )S̃v → ṽ

称为映射 σ的切映射 (tangent mapping).

不难发现, dσ 是曲面 S 和 S̃ 对应点切平面之间的线性映射,且在自然标架下,切映射 dσ 的
系数矩阵是 Jσ,即 (

dσ (ru)
dσ (rv)

)
=


∂ũ

∂u

∂ṽ

∂u
∂ũ

∂v

∂ṽ

∂v


(
r̃ũ

r̃ṽ

)

根据命题 1. 2我们有

Prop 3.3 曲面 S 和 S̃ 之间的双射 σ是等距变换当且仅当对 S 的任意两个切向量 v,w,

〈dσ(v), dσ(w)〉 = 〈v,w〉 .

由于等距变换保持曲面的第一基本形,它也保持曲面上相交曲线在交点处的夹角不变.

Def 3.3 若曲面间的双射 σ : S → S̃ 保持任意两条相交曲线在交点处的夹角不变,则称其为曲面
的保角变换.

保角变换是比等距变换更广泛的一类变换,保角变换不再保持曲面的第一基本形. 但我们有

Thm 3.1 设 σ是曲面 S和 S̃之间的双射,则 σ是保角变换当且仅当存在正函数 λ使得在对应点,
曲面 S 和 S̃ 的第一基本形满足

Ĩ = λ2 · I.

Thm 3.2 任意曲面上每一点都有一个邻域,它可以和欧氏平面的一个区域间建立保角变换.

若我们在欧氏平面 E2 取欧氏坐标 (u, v),它的度量为 du du + dv dv. 上述定理等价于说,对
曲面上任一点,存在一个邻域,它以 (u, v)为参数,使得曲面的第一基本形为

I = λ2(u, v)(dudu+ dvdv), λ 6= 0.

这样的参数 (u, v)称为曲面的等温参数 (isothermal parameter).
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3.1 Geodesic Line NICOLAS-KENG

3.1 Geodesic Line

从本节起我们讨论曲面的内蕴几何. 首先在 S 上取正交标架 {r; e1, e2, e3}, 其中 e3 是曲面

的法向量.我们先来讨论联络形式
ω12 = −Kω1 ∧ ω2.

Prop 3.4 联络形式 ω12 = −ω21由方程dω1 = ω12 ∧ ω2,

dω2 = ω21 ∧ ω1

, ω12 + ω21 = 0

唯一确定.

此外,曲面在不同标架下的联络形式有如下关系:

Prop 3.5 设 ẽ1 = cos θe1 + sin θe2, ẽ2 = − sin θe1 + cos θe2 是曲面的另一组正交标架,则曲面关
于标架 {ẽ1, ẽ2}的联络形式

ω̃12 = ω12 + dθ.

ω12 只依赖于第一基本形 ω1ω1 + ω2ω2,但它依赖于标架的选取,不是几何量. 注意到其仅出
现在正交标架的运动方程 de1 = ω12e2 + ω13e3

de2 = ω21e1 + ω23e3

中.上式将标架切向量的微分分为两部分: 一部分是在法向量上的投影 {ω13, ω23},它决定曲面的
第二基本形;另一部分是在曲面切平面的投影,它恰好是联络形式.

Def 3.4 标架微分落在切平面的部分称为标架的协变微分 (covariant differential),记为

Deα(α = 1, 2), De1 = ω12e2, De2 = ω21e1.

一般切向量场协变微分: 设 v = f1e1 + f2e2是曲面上的切向量场, v的协变微分 Dv定义为

Dv = (df1 + f2ω21) e1 + (df2 + f1ω12) e2.

我们有

Prop 3.6 设 v是曲面 S 上的切向量场,它的协变微分 Dv为 dv在切平面的投影,即

Dv = 〈dv, e1〉 e1 + 〈dv, e2〉 e2.

特别地,切向量场的协变微分与标架的选取无关.
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容易验证,协变微分算子和微分算子性质相近:

Prop 3.7 设 v,w是曲面的切向量场, f 是曲面上函数,则

1. D(v +w) = Dv +Dw;
2. D(fv) = dfv + fDv;
3. D 〈v,w〉 = 〈Dv,w〉+ 〈v, Dw〉.

协变微分的概念来源于在曲面上推广平行的性质:平移保长度,夹角且路径无关. 利用协变微
分,可以推广平移的概念到曲面上.

Def 3.5 设 S 是 E3的曲面, r = r(u, v)是它的参数表示, P,Q为 S 上两点, γ : u = u(t), v = v(t)

为曲面 S 上连接 P 和 Q的曲线. 设 v = v(t)是沿曲线 γ 的切向量场,若
Dv

dt
= 0,则称 v(t)为沿

γ 在 Levi-Civita意义下平行.

Prop 3.8 设 r(t) = r(u(t), v(t)) 是曲面 S 上一条参数曲线, t ∈ [a, b], r(a) = P, r(b) = Q.
∀v0 = λe1 + µe2 ∈ TPS,存在唯一沿曲线 r(t)的平行切向量场 v(t)使得 v(a) = v0.

Remark. 即我们可以将切向量 v0 ∈ TPS 沿曲线 r(t)平行移动.

关于曲面平移的几何性质,我们有

Thm 3.3 设 v(t),w(t)是曲面 S 上沿曲线 γ 的平行切向量场,则 〈v,w〉 = C 是常数.

Proof. 设 v = f1e1 + f2e2,w = g1e1 + g2e2,计算可得

d
dt

〈v,w〉 = d
dt

(f1g1 + f2g2) =
df1
dt
g1 +

df2
dt
g2 + f1

dg1
dt

+ f2
dg2
dt

= −
(
f2
ω21

dt
g1 + f1

ω12

dt
g2 + f1g2

ω21

dt
+ f2g1

ω12

dt

)
= 0.

Remark. 曲面上的 Levi-Civita平行性保长度,夹角;但与道路的选择有关.

我们来用协变微分的概念研究 (正交标架)曲面上的曲线.
设 S 是 E3 的曲面, r = r

(
u1, u2

)
是 S 的参数表示. C : r(s) = r

(
u1(s), u2(s)

)
是 S 上的弧

长参数曲线. 沿曲线 C取曲面的正交标架 {e1, e2, e3},其中 e1 =
dr
ds
, e3 = n,且 e1, e2, e3是正定

向的.

Def 3.6 曲面 S 上的弧长参数曲线 r = r(s)的测地曲率 (geodesic curvature) kg 定义为

kg =

≠
De1
ds

, e2

∑
.

称 kg = kge2 =
De1
ds
为曲线的测地曲率向量.
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测地曲率是平面曲率在曲面的推广,它只与曲面的第一基本形有关,是一个内蕴几何量.下面
我们来比较曲面上曲线的曲率与测地曲率的关系.

由于曲线的测地曲率

kg =

≠
De1
ds

, e2

∑
=

≠
de1
ds

, e2

∑
=

≠
d2r

ds2
, e2

∑
,

曲线的法曲率

kn =

≠
d2r

ds2
, e3

∑
,

不难得出
d2r

ds2
= kge2 + kne3, κ2 = k2g + k2n.

于是测地曲率向量是曲率向量在切平面的投影. 曲线的弯曲有两部分,法曲率是由曲面弯曲产生
的,测地曲率是曲线自身在曲面内的弯曲程度.

我们也可用曲面的自然标架表示测地曲率. 设 r = r
(
u1, u2

)
是曲面的一个参数表示,根据自

然标架的运动方程,

d2r
ds2

=
d
ds

(
r1

du1

ds
+ r2

du2

ds

)
=

d
ds

(
rα

duα

ds

)
= Γγ

αβ

duα

ds
duβ

ds
rγ +

d2uα

ds2
rα + bαβ

duα

ds
duβ

ds
n,

因此测地曲率向量

kg =

(
d2uα

ds2
+ Γα

βγ

duβ

ds
duγ

ds

)
rα,

所以

kg = 〈kg, e2〉 =
≠
kg,n ∧ dr

ds

∑
.

下面的 Liouville公式常用于计算曲线的测地曲率.

Thm 3.4 Liouville公式: 设 (u, v)是曲面 S 的正交参数, I = E dudu+Gdv dv; C : u = u(s), v =

v(s)是曲面上一条弧长参数曲线. 设 C 与 e1的夹角为 θ,则 C 的测地曲率为

kg =
dθ
ds

− 1

2
√
G

∂ lnE
∂v

cos θ +
1

2
√
E

∂ lnG
∂u

sin θ.

Proof. 取曲面的正交标架 e1 =
ru√
E
, e2 =

rv√
G
,那么 ω1 =

√
E du, ω2 =

√
Gdv,计算有

ω12 = −(
√
E)v√
G

du+
(
√
G)u√
E

dv.
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由于 C 与 e1的夹角为 θ,沿曲线 C 我们取

ẽ1 =
dr
ds

= cos θe1 + sin θe2, ẽ2 = − sin θe1 + cos θe2,

则可求出 C 的测地曲率

kg =

≠
Dẽ1
ds

, ẽ2

∑
=

dθ
ds

+ cos2 θ
≠
De1
ds

, e2

∑
− sin2 θ

≠
De2
ds

, e1

∑
=

dθ
ds

+
ω12

ds
.

代入
√
E

du
ds

= cos θ,
√
G
dv
ds

= sin θ即可.
取正交标架场 e1 = ṙ, e2, e3 = n，则 e2 = n ∧ ṙ,且有类似于 Frenet公式的结构:

d
ds


e1

e2

e3

 =


0 kg kn

−kg 0 τg

−kn −τg 0

 =


e1

e2

e3

 ,

其中 τg 叫做曲线的测地挠率.

Def 3.7 曲面上测地曲率等于 0的曲线称为曲面的测地线 (geodesic line).

显然,曲线是测地线等价于它的测地曲率向量等于 0.

Thm 3.5 设曲面 S 的参数表示为 r = r
(
u1, u2

)
,则弧长参数曲线 r = r

(
u1(s), u2(s)

)
是测地线

当且仅当
(
u1(s), u2(s)

)
满足方程组


d2u1

ds2
+ Γ1

αβ

duα

ds
duβ

ds
= 0

d2u2

ds2
+ Γ2

αβ

duα

ds
duβ

ds
= 0

上述方程组称为曲面的测地线方程.

测地线是平面直线在曲面的推广.

Prop 3.9 设 S 是 E3 的曲面, P 是 S 上的点, v 是 P 点的单位切向量,则曲面 S 上存在唯一一条

过 P 点的测地线与 v相切.

由于测地曲率由曲面的第一基本形决定,曲面的测地线也由曲面的第一基本形决定,因此,曲
面的测地线在等距变换下不变,即

Prop 3.10 设 σ是曲面 S与曲面 S̃之间的一个等距变换, γ是曲面 S的测地线,则 σ ◦ γ是曲面 S̃

的测地线.
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Prop 3.11 曲面上的正则曲线 C 是测地线当且仅当沿着 C, 曲线的主法向量与曲面的法向量平
行.

Cor 任何曲面上的直线都是测地线.

Eg 3.1 球面上的测地线: 是过球心的平面与球面所交的圆.

Eg 3.2 圆柱面上的测地线: 是平行圆和圆柱螺线.

平面上直线段是连接两点的最短线.在曲面上有相应的结论:

Thm 3.6 设曲线 C 是连接曲面上两点 P 和 Q的长度最短的曲面上曲线,则 C 是测地线.

Remark. 曲面上连接两点的最短线是测地线,但曲面上连接两点的测地线有可能不是最短线. 例
如在球面上连接两点的劣弧和优弧都是测地线.

3.2 Geodesic Coordinate

利用测地线,我们可以建立曲面上与直角坐标系和极坐标系对应的坐标系.

Def 3.8 设 P 为曲面 S 上一点,过 P 作测地线 C,设它的弧长参数是 v;过 C 上各个点作与曲线

C 正交的测地线,它们的弧长参数记为 u. 于是两组正交的测地线可以形成曲面的一个正交参数
网 (u, v),称为曲面的测地平行坐标系.

测地平行坐标系与直角坐标系类似.

Prop 3.12 测地平行坐标系下的曲面的第一基本形为

ds2 = du2 +G(u, v)dv2, G(0, v) = 1.

然后是测地极坐标系.测地线上的点可以用弧长作参数, 单位切向量可以用它与一个固定方
向的夹角作参数,这样定义的参数系称作曲面的测地极坐标系.
设 S 是 E3的曲面, P ∈ S, v是 P 点的一个单位切向量,在 P 点的一个小邻域内可以定义指

数映射

expP : TPS → S, w → expP (w) = γ

(
w

ρ
, ρ

)
,

它是从 TPS 的一个邻域到 S 的邻域的同胚,且 TPS 上的直线 ρv (|v| = 1)映为过 P 与 v相切的

测地线 γ(v, ρ) = expP (ρv).

Def 3.9 取 P 点的正交标架 e1, e2建立 TPS 的直角坐标系,对应

w = x1e1 + x2e2 → r
(
x1, x2

)
= zP (w)

给出了曲面 S 在 P 附近的参数表示 r = r
(
x1, x2

)
,
(
x1, x2

)
称为以 P 为原点的法坐标系 (normal
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coordinate).
规定

x1 = ρ cos θ, x2 = ρ sin θ,

则 (ρ, θ)也是曲面的参数系,叫做测地极坐标系.

在测地极坐标系下,

1. ρ线是切平面 TPS 的射线 ρv0在指数映射下的像;
2. θ线 ρ = ρ0是切平面 TPS 上以原点为圆心, ρ0为半径的圆在指数映射下的像,称作以 ρ0为

半径的测地圆.

上述两者都是测地线.
记与 e1 的夹角为 θ 的 ρ线为 Cθ, 则 {Cθ | θ ∈ [0, 2π]}是从 P 点出发的一族测地线, r(ρ, θ)

表示的是测地线 Cθ 上弧长为 ρ对应的点. 因此测地极坐标系类似于平面的极坐标系.

Prop 3.13
(
x1, x2

)
是曲面在 P 附近的正则参数 (正交的测地线).

在以 P 为原点的法坐标系
(
x1, x2

)
下, P 点对应参数区域的原点,曲面上过 P 点的测地线对

应参数区域上从原点出发的直线 θ = θ0,即

x1 = ρ cos θ0, x2 = ρ sin θ0

是曲面 r = r
(
x1, x2

)
的测地线,将其代入测地线方程

d2xα

dρ2
+ Γα

βγ

dxβ

dρ
dxγ

dρ
= 0, α = 1, 2,

得到

Γα
βγ (ρ cos θ0, ρ sin θ0)

dxβ

dρ
dxγ

dρ
= 0, α = 1, 2,

沿测地线 θ = θ0成立. 令 ρ→ 0就得到

Γα
βγ(P )

dxβ

dρ
∣∣
ρ=0

dxγ

dρ
∣∣
ρ=0

= 0, α = 1, 2,

但
dxβ

dρ
∣∣
ρ=0

= cos θ0或
dxβ

dρ
∣∣
ρ=0

= sin θ0,由 θ0的任意性,上式不难推出

Γα
βγ(P ) = 0, α, β, γ = 1, 2.

Thm 3.7 设曲面在以 P 为原点的法坐标系
(
x1, x2

)
下的第一基本形 I = gαβ dxα dxβ ,则

(gαβ) (P ) = (δαβ) ,
∂gαβ
∂xγ

(P ) = 0, ∀α, β, γ = 1, 2.
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Thm 3.8 测地极坐标系 (ρ, θ)有如下性质:

1. I = ds2 = dρ2 +G(ρ, θ)dθ2;
2. lim

ρ→0

√
G = 0, lim

ρ→0
(
√
G)ρ = 1.

Prop 3.14 设 P 是曲面 S 的一点,则存在 P 点的一个小邻域 U ,使得对任意的 Q ∈ U ,在 U 内连

接 P,Q两点的测地线的长度在所有连接这两点的曲面曲线中最短.

最后我们利用测地极坐标系,讨论 Gauss曲率为常数的曲面.
设 S 是 E3的曲面,在测地极坐标系下, ds2 = dρ2 +Gdθ2,由 Gauss方程推出 Gauss曲率

K = −(
√
G)ρρ√
G

.

当K 是常数时这是二阶常系数常微分方程,我们分三种情形来讨论:

1. K = 0: 求解有通解为
(
√
G)ρ = f(θ),

可得 f(θ) = 1, g(θ) = 0, S 的第一基本形为

ds2 = dρdρ+ ρ2 dθdθ.

2. K =
1

a2
> 0: 求解有通解为

√
G = f(θ) cos

ρ

a
+ g(θ) sin

ρ

a
,

可得 f(θ) = 0, g(θ) = a, S 的第一基本形为

ds2 = dρdρ+ a2 sin2
ρ

a
dθdθ.

3. K = − 1

a2
< 0: 求解有通解为

√
G = f(θ) cosh

ρ

a
+ g(θ) sinh

ρ

a
,

可得 f(θ) = 0, g(θ) = a, S 的第一基本形为

ds2 = dρdρ+ a2 sinh2
ρ

a
dθdθ.

上述讨论表明,具有相同常 Gauss曲率的曲面局部间可以建立等距变换.
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3.3 Gauss-Bonnet Formula

最后我们来证明著名的局部 Gauss-Bonnet公式.

Thm 3.9 Gauss-Bonnet公式: 设 D是曲面 S 上的单连通区域, ∂D是分段光滑闭曲线,设 {αi}i∈I
是 ∂D的顶点的外角, dA是 S 的面积元,则∫∫

D
K dA+

∫
∂D

kg ds+
∑
i∈I

αi = 2π.

Proof. 根据 Liouville公式,

kg ds = dα+
1

2G
Gu sinαds,

而 |rv|2 dv = 〈dr, rv〉 = |rv| sinαds,故 sinαds =
√
Gdv,代入得

kg ds = dα+ (
√
G)u dv.

两边积分得 ∫
∂D

dα =

∫
∂D

kg ds−
∫
∂D

(
√
G)u dv.

由 Green公式, ∫
∂D

(
√
G)u dv =

∫∫
D
(
√
G)uu dudv,

注意 dA =
√
Gdudv,K = −(

√
G)uu√
G

,代入有

∫∫
D
K dA+

∫
∂D

kg ds =
∫
∂D

dα.

然后考察积分
∫
∂D

dα.

1. ∂D是一段光滑闭曲线: 设为 r = r(s), s ∈ [0, l],则 ṙ(0) = ṙ(l),代入 (ṙ, ru) = |ru| cosα,有
cosα(l) = cosα(0).类似有 sinα(l) = sinα(0).于是∫

∂D
dα = α(l)− α(0) = 2kπ, (k ∈ Z).

通过连续形变可以使得 ∂D 落在一个等温坐标系内,从而可以进一步视为平面简单闭曲线;
这个过程中积分连续变化,但它是某数的整数倍,所以其保持恒定.根据旋转指数定理,∫

∂D
dα = 2π.
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2. ∂D是分段光滑闭曲线: 通过使用光滑曲线逼近可以得到∫
∂D

dα = 2π −
∑
i∈I

αi.

综上,我们得到 Gauss-Bonnet公式∫∫
D
K dA+

∫
∂D

kg ds+
∑
i∈I

αi = 2π.

下面我们给出 Gauss-Bonnet公式的两个简单应用.

Eg 3.3 曲面三角形的内角和:
D是曲面上的一个三角形,三个内角分别为 β1, β2, β3,若 βi + αi = π(i = 1, 2, 3),则∫∫

D
K dA+

∫
∂D

kg ds = 2π − (α1 + α2 + α3) = β1 + β2 + β3 − π.

当三角形 D的三边都是测地线时,∫∫
D
K dA = β1 + β2 + β3 − π.

若曲面是 Euclid平面,

1. K ≡ 0时,测地三角形内角和等于 π;
2. K > 0时,测地三角形内角和大于 π;
3. K < 0时,测地三角形内角和小于 π.

当曲面的 Gauss曲率是非零常数时,曲面测地三角形的内角和减去 π与它的面积成比例.

Eg 3.4 曲面上向量沿闭曲线平移产生的角度差:
设 C 是曲面 S 上的一条光滑闭曲线,参数表示为 r(s), s ∈ [0, l],它围成一个单连通区域 D.

取 e1, e2是 S 的正交标架,则沿 C 的平行切向量场 v(s)可以表示为

v(s) = cosβe1 + sinβe2.

其中 β = β(s)是 v(s)与 e1的夹角. 由 v(s)的平行性,

0 =
Dv

ds
=

dβ
ds

(− sinβe1 + cosβe2) + cosβ
ω12

ds
e2 + sinβ

ω21

ds
e1,

上式两边与 (− sinβe1 + cosβe2)作内积就得到

dβ
ds

= −ω12

ds
⇒ dβ = −ω12.
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设 α是曲线 C 与 e1的夹角,则 dα− dβ = kg ds,沿 C 积分可得∫
C
dβ =

∫
C
(dα− kg ds) = 2π −

∫
C
kg ds =

∫∫
D
K dA.

因此向量 v(0)沿 C 平移一周后,得到的 v(l)与 v(0)的角度差为

β(l)− β(0) =

∫
C
dβ =

∫∫
D
K dA.
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