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我们先回顾所谓数论函数 (number theoretic function),即定义在 N+ 上的复值函数,其中的两
类函数尤其重要:

定义 1.1 若数论函数 f 和 gcd(m,n) = 1满足

1. f(mn) = f(m) + f(n),则称它是加性 (additive)的,这时 f(1) = 0;
2. f(mn) = f(m)f(n),则称它是乘性 (multiplicative)的,这时 f(1) = 1.

若上述等式对不互素的正整数m,n也成立,则称 f 完全加性或完全乘性.

例 1.1 n的素因子个数:计重数 Ω,不计重数 ω,

Ω(n) =
∑
pv∥n

v, ω(n) =
∑
pv∥n

1 =
∑
p|n

1.

Ω(n)完全加性, ω(n)加性.

例 1.2 n的因子个数和因子 λ次幂和:

σλ(n) =
∑
d|n

dλ, (λ ∈ C), τ(n) = σ0(n) =
∑
d|n

1, σ(n) = σ1(n) =
∑
d|n

d.

σλ(n)表 x1x2 · · ·xλ = n自然数解的组数, τ(n)表 n正因子个数; τ(n)乘性,且 τ(n) =
∏
pv∥q

(v+1).

例 1.3 Euler示性函数 (Z/nZ的单位群之阶 |F×
n |):

φ(n) =
∑

1≤d≤n,
gcd(d,n)=1

1.

φ(n)表不大于 n且与 n互素的自然数的个数.

命题 1.1 Euler函数 φ(n)具有如下性质:

1. φ(n)乘性且 φ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
,但对 gcd(m,n) = d, φ(mn) = φ(m)φ(n)

(
d

φ(d)

)
;

2. n =
∑
d|n

φ(d),m|n⇒ φ(m)|φ(n).
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证明概要 乘性: 将求和指标 1 ≤ d ≤ n, gcd(d, n) = 1 和 1 ≤ d ≤ m, gcd(d,m) = 1 拼成

1 ≤ d ≤ mn, gcd(d,mn) = 1即可 (验证拼指标是双射).

不完全乘性: 取 n的单位分解 n =

l∏
k=1

prkk ,注意到 φ(pm) = pm − pm−1,迭代:

φ(n) =
l∏

k=1

prk−1
k (pk − 1) = n

l∏
k=1

(
1− 1

pk

)
.

求和: 验证 f(n) =
∑
d|n

φ(d) 乘性, 迭代有 f(pm) = pm; 也可以直接考虑自然数按照某 d =

gcd(n, k)分类,满足 gcd
(
x,
k

d

)
的 k个数为 φ(k) = φ

(n
d

)
然后求和.

Möbius反演变换

例 1.4 Möbius函数:

µ(n) =


1 n = 1

0 n = p2m

(−1)k n = p1p2 · · · pk

µ(n)乘性,但不完全乘性 (讨论是否有平方因子即可).熟知我们应该有

命题 1.2 ∑
d|n

µ(d) = I(n) =

1 n = 1

0 n ̸= 1.

这里 I(n)是单位示性函数,实际上是所有数论函数的环 A上的幺元.

证明概要 直接取 n的标准分解后验证.
我们直接引入如下的Möbius变换公式,这里的基础是对任意数论函数 f ,指标求和具有对偶

性: ∑
d|n

f(d) =
∑
n
d
|n

f(d) =
∑
d|n

f
(n
d

)
.

定理 1.1 N-Möbius变换: 对数论函数 f 和 g,则以下两命题等价:

1. g(n) =
∑
d|n

f(d), (n ∈ N+);

2. f(n) =
∑
d|n

µ(d)g
(n
d

)
, (n ∈ N+).

此时, g(n)称作 f(n)的Möbius变换,一般记作 f
µ→ g; f(n)称作 g(n)的Möbius逆变换.

证明概要 ⇒:依定义展开,∑
d|n

µ(d)g
(n
d

)
=

∑
d|n

µ(d)
∑
m|n

d

f(m),
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期望逆转 µ和 g 的求和顺序.形式地,我们探讨逆转后
∑
f(m)

∑
µ(d)的指标范围.依次考虑约

束条件,应该有: ∑
d|n

µ(d)
∑
m|n

d

f(m) =
∑
m|n

f(m)
∑
d| n

m

µ(d),

其展示了整除的对偶性.然后注意到
∑
d| n

m

µ(d) = I
( n
m

)
,代入计算即可.反向类似:

∑
d|n

f(d) =
∑
d|n

∑
m|d

µ(m)g

(
d

m

)
=

∑
m|n

µ(m)
∑
r| n

m

g(r) =
∑
r|n

g(r)
∑
m|n

r

µ(m) =
∑
r|n

g(r)I
(n
r

)
= g(n).

定理 1.2 R-Möbius变换: 设 F 和 G是在 [1,+∞)上定义的函数,则以下两命题等价:

1. F (x) =
∑
n≤x

G
(x
n

)
, (x ≥ 1);

2. G(x) =
∑
n≤x

µ(n)F
(x
n

)
, (x ≥ 1).

此时令 G(x) ≡ 1,即
∑
n≤x

µ(n)⌊x
n
⌋ = 1,进而 lim

x→+∞

∑
n≤x

µ(n)

n
= 0.这个结论与素数定理等价.

Möbius变换是数论中很重要的一个技术手段.

例 1.5 Von mangoldt函数:

Λ(n) =

log p n = pv

0 n ̸= pv

命题 1.3 我们有 −µ(n) logn µ→ Λ(n)
µ→ logn.

证明概要 后者:设 n的标准分解式为 pl11 · · · plrr ,则有∑
d|n

Λ(d) =

l1∑
k1=0

· · ·
lr∑

kr=0

Λ
(
pk11 · · · pkrr

)

=

l1∑
k1=0

Λ
(
pk11

)
+ · · ·+

lr∑
kr=0

Λ
(
pkrr

)

=

l1∑
k1=0

log p1 + · · ·+
lr∑

kr=0

log pr

= l1 log p1 + · · ·+ lr log pr = logn,

前者: 代入Möbius逆变换,我们有:

Λ(n) =
∑
d|n

µ(d) log
n

d
= logn

∑
d|n

µ(d)−
∑
d|n

µ(d) log d = −
∑
d|n

µ(d) log d.

推论 ∀ gcd(m,n) = 1, Λ(mn) = I(n)Λ(m) + I(m)Λ(n).
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Dirichlet卷积

定义 1.2 对于数论函数 f, g,称
h(n) =

∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
为 f 与 g的 Dirichlet卷积 (convolution),记为 h = f ∗ g.

定理 1.3 Dirichlet卷积满足交换律和结合律.

证明概要 交换律:注意到 (f ∗ g)(n) =
∑

ab=n

f(a)g(b),对称, f ∗ g = g ∗ f .

结合律:代入上式,

(f ∗ g ∗ h)(n) =
∑
ab=n

f(a)(g ∗ h)(b) =
∑
ab=n

f(a)
∑
cd=b

g(c)h(d) =
∑

acd=n

f(a)g(c)h(d),

对称, (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).
显然 f ∗ I = I ∗ f = f ,且已证过 µ ∗ 1 = I ,这里 1(n) ≡ 1.于是我们可以简化 N-Möbius变换

(定理 1.1)的证明:

定理 1.4 N-Möbius变换: 对数论函数 f 和 g, g = f ∗ 1 ⇐⇒ f = g ∗ µ.

证明概要 ⇒: g ∗ µ = f ∗ 1 ∗ µ = f ∗ (µ ∗ 1) = f ∗ I = f ;
⇐: f ∗ 1 = g ∗ µ ∗ 1 = g ∗ (µ ∗ 1) = g ∗ I = g.

例 1.6 我们用卷积的语言重述若干Möbius变换和Möbius逆变换的例子:

1. 恒等函数 µ(n)
µ→ I(n)

µ→ 1,即 I = µ ∗ 1, 1 = I ∗ 1;
2. 因子幂和 nλ

µ→ σλ(n),即
∑
d|n
dλ = nλ ∗ 1;

3. Euler函数 φ(n)
µ→ n,即 n = φ(n) ∗ 1;

4. Von mangoldt函数 −µ(n) logn µ→ Λ(n)
µ→ logn,即 log = Λ ∗ 1, Λ = −µ log ∗1 = µ ∗ log.

我们讨论和卷积有关的指标变换问题.首先,

定理 1.5 若 f 是一个数论函数且 f(1) ̸= 0,则存在唯一的一个数论函数 g使得

f ∗ g = g ∗ f = I,

称 g为 f 的 Dirichlet逆,记为 f−1,并且满足

f−1(1) =
1

f(1)
, f−1(n) =

−1

f(1)

∑
d<n,d|n

f
(n
d

)
f−1(d), (n > 1).

证明概要 我们归纳证明
(
f ∗ f−1

)
(n) = I(n)对函数值 f−1(n)的解唯一. n = 1时显然,假

设 ∀k < n,函数值 f−1(k)唯一确定,则展开 f ∗ f−1为∑
d|n

f
(n
d

)
f−1(d) = f(1)f−1(n) +

∑
d|n,d<n

f
(n
d

)
f−1(d) = 0,

由数学归纳法得证.
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定理 1.6 若数论函数 f, g都是乘性的,则卷积 f ∗ g也是乘性的.

证明概要 我们将 d也写作乘积.考虑h(mn) =
∑
d|mn

f(d)g
(mn
d

)
,m,n互素;令 a = gcd(m, d),

b = gcd(n, d),则 d = ab.于是代入计算,

h(mn) =
∑

a|m,b|n

f(ab)g
(mn
ab

)
=

∑
a|m,b|n

f(a)f(b)g
(m
a

)
g
(n
b

)

=

∑
a|m

f(a)g
(m
a

)∑
b|n

f(b)g
(n
b

) = h(m)h(n).

定理 1.7 若数论函数 f, g满足 g和 h = f ∗ g都乘性,则 f 也是乘性的.

证明概要 反证,假设存在互素的m,n使得 f(mn) ̸= f(m)f(n),取最小的mn ̸= 1,则

h(mn) =
∑

a|m,b|n
ab<mn

f(ab)g
(mn
ab

)
+ f(mn)g(1)

=

∑
a|m

f(a)g
(m
a

)∑
b|n

f(b)g
(n
b

)− f(m)f(n) + f(mn)

= h(m)h(n)− f(m)f(n) + f(mn),

矛盾!
于是我们注意到 g ∗ g−1 = I ,有

推论 若数论函数 f 乘性,则 f−1也乘性.

形式 Dirichlet级数

这部分需要适当抽象代数的基础,若无可以跳过命题 1.4,定理 1.8和命题 1.5,不会影响阅读.

定义 1.3 设 f 为数论函数,则称形式级数 (L-函数)

L(f)(S) = D(f, s) =

∞∑
n=1

f(n)

ns

为 f 的形式 Dirichlet级数.这只是形式和,不涉及敛散性.取 f(n) ≡ 1,即有 ζ 函数

D(1, s) = ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
.

我们在 D(f, s)上定义加法和乘法:

D(f + g, s) = D(f, s) +D(g, s), D(f ∗ g, s) = D(f, s) ·D(g, s),

由此我们固定 s ∈ C,有双射 T (f) = D(f, s).容易验证数论函数的全体 A在通常的加法与卷积下
构成交换环, Dirichlet级数的全体 D也构成一个交换环,双射 T 诱导环同构.于是
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命题 1.4 A的单位群 A×由满足 f(1) ̸= 0的全体数论函数组成.

证明概要 考虑 ∀g ∈ A与 f(1) ̸= 0,利用 g(1) =
1

f(1)
与所有 g(d), (d|n)可以计算出所有的

g(n):
g(n) =

−1

f(1)

∑
d|n,d ̸=n

f
(n
d

)
g(d).

推论 乘性函数 f 都可逆,且 f(1) = 1.

事实上我们有

定理 1.8 (Cashwell, 1959):所有数论函数的集合 A构成整环;它事实上是 UFD.

不难验证此时 T (A)也为整环,称为 Dirichlet级数环,记为 D.
我们可以从 Dirichlet级数角度考虑乘性.先从一个熟知的乘积开始:

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

,

该公式可以由以下更广义的结论推出:

命题 1.5 数论函数 f 是乘性的充要条件是它的形式 Dirichlet级数可以展开成 Euler乘积:

D(f, s) =
∏
p

1 +
∑
v≥1

f (pv)

pvs

 .

我们可以得到Möbius变换与 Dirichlet级数的关系:

f
µ→ g ⇐⇒ D(g, s) = ζ(s)D(f, s),

由其可以重述例 1.6中的Möbius变换:

例 1.7 我们用 Dirichlet级数的语言重述若干Möbius变换和Möbius逆变换的例子:

1. 恒等函数 µ(n)
µ→ I(n)

µ→ 1,即 D(I, s) = 1, D(µ, s) =
1

ζ(s)
;

2. 因子幂和 nλ
µ→ σλ(n),即 D(σλ, s) = ζ(s)ζ(s− λ);

3. Euler函数 φ(n)
µ→ n,即 D(φ, s) =

ζ(s− 1)

ζ(s)
.

特殊地,我们利用 Dirichlet级数重述 Von mangoldt函数.定义数论函数 f 的导数为 f ′(n) =

f(n) log(n),从 ζ 函数出发,

ζ ′(s) = −
∞∑
n=1

logn
ns

= −D(log, s),

dk

dsk
ζ(s) = (−1)k

∞∑
n=1

logk n
ns

= (−1)kD
(
logk, s

)
.
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对 ζ 函数的 Euler乘积取对数再取导数,

log ζ(s) = −
∑
p

log
(
1− 1

ps

)
=

∑
p

∞∑
n=1

1

npsn
,

ζ ′

ζ
(s) = −

∑
p

∞∑
n=1

logn
psn

= −
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
= −D(Λ, s).

由此及乘积性质可以建立 Von mangoldt函数与自然对数间的Möbius变换关系.

定理 1.9 Selberg公式:∑
n≤x

Λ(n) logx+
∑
n≤x

Λ(n)ψ
(x
n

)
= 2x logx+O(x),

我们考虑其初等形式

Λ(n) logn =
∑
d|n

µ
(n
d

)
log2 d−

∑
d|n

Λ(d)Λ
(n
d

)
.

这部分的证明简化自[TravorLZH: Selberg渐近公式 (https://zhuanlan.zhihu.com/p/360553655)].
证明概要 利用 Dirichlet级数可以给出一个简洁的证明.有

ζ ′

ζ
(s) = −

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
= −D(Λ, s),

求导
d
ds
ζ ′

ζ
(s) =

ζ ′′

ζ
(s)−

(
ζ ′

ζ
(s)

)2

=
∞∑
n=1

Λ(n) logn
ns

= D(Λ · log, s),

于是直接考虑级数分解

D(Λ · log, s) = D
(
log2, s

)
D(µ, s)−D2(Λ, s) = D

(
log2 ◦µ− Λ ◦ Λ, s

)
即证.
这实际上已经是偏向解析数论的方法了.
对于进一步学习, 华罗庚: 数论导引和 Apostol: Introduction to Analytic Number Theory 都是

很好的解析数论入门选择; 若复分析基础较为薄弱, Stein: Complex Analysis 和 Karatsuba: Basic
Analytic Number Theory也是很好的选择.

代数方向来讲,冯克勤:代数数论无疑是入门的最佳教材,加藤和也: 数论 I也是软入门的不
二之选.剩下的事情,就留待大家自己探索了.前路漫漫,最后以一句话作为共勉:

Wir müssen wissen. Wir werden wissen.
我们必将知道,我们终将知道.
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