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前言

该读书报告聚焦于解的存在性与唯一性定理, 是对常微分方程一般定性理论课本内容以外的学习.

在第一部分中, 我们引入泛函分析中的 Banach 压缩映像原理与 Schauder 不动点定理, 整理了
Picard 定理运用 Banach 压缩映像的证明过程, 说明了 Euler 折线的差分本质, 并利用 Schauder 不动
点定理给出了 Peano 定理的新证明.

在第二部分中,我们引入了 Kamke函数并对比较定理给出了 Kamke函数下的推广,参考了 Kamke
在 1931 年发表的论文, 并对里面的 Kamke 一般唯一性定理进行了介绍. 最后, 我们引入了整体唯一性
定理作为本报告的结尾.
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1 解的局部存在性

在本部分, 我们研究方程组

(E) :
dx
dt = f(t, x), (t ∈ R, x, f ∈ Rn)

其中 f(t, x) 是在 n+ 1 维空间 (t, x) 或 Rn+1 中某一区域 G 上定义的 n 维实值向量函数.

若给定一点 (τ, ξ) ∈ G, 这里 τ 是一实常数, ξ 是 n 维实向量, 则有如下的 Cauchy 问题：求在含 τ

的某一区间 ∆ 上可微的向量函数 φ(t), 使得

(1) φ(τ) = ξ;

(2) (t, φ(t)) ∈ G, t ∈ ∆;

(3) φ′(t) = f(t, φ(t)), t ∈ ∆.

Cauchy 问题一般简记作
(E) :

dx

dt
= f(t, x), x(τ) = ξ.

若存在满足上述条件的函数 φ(t), 则称 φ(t) 为 (E) 满足初值 φ(τ) = ξ 或过点 (τ, ξ) 的一个解. 本
节中, 我们聚焦于该解的存在性. 在大多情况下, 仅考虑平面上的曲线, 而不考虑二维以上的微分流形;
在不易混淆的前提下, 我们将向量 x⃗ 或 x 一律表示作 x.

探究解的存在性问题主要有两种方法：一种是基于用近似解逼近精确解, 从而证明解的存在性; 该
证明方法同时也包含了获得精确解的一个构造, 从而提供了近似求解的一种途径. 另一种是把解的存在
性问题转化为某一变换的不动点的存在性问题, 该方法使用比较简单, 是在前一种方法基础上的抽象和
概括.

下面我们探究几种常见的基本方法.

1.1 Picard 逐次逼近与 Euler 折线

定义 1 对二元函数 f , 若在区域 D 内恒成立不等式

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L |y1 − y2| , (L > 0),

则称函数 f 在区域 D 内对 y 满足 Lipschitz 条件.

容易证明, 若 f(x, y) 在闭区域 D 上对 y 有连续偏导, 则 f(x, y) 对 y 满足 Lipschitz 条件.

定理 1 Picard 定理：对区域 D ∈ Rn+1 : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b 内的连续函数 f(x, y), 若其对
y 满足 Lipschitz 条件, 则初值问题 (E) 在区间 I = |x− x0| ≤ h 上有且只有一个解, 其中常数

h = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈D
|f(x, y)|.
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事实上, 这里 h 的作用体现为确保 (t, yn(t)) 落在 f 定义域 D 内.

证明概要 注意到原方程与积分方程 y = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t)) dt 等价, 构造序列：

y0(x) = y0, yn+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yn(t)) dt,

则 {yn(x)} 被称作 Picard 序列, 它在 I 上连续, 一致收敛于初值问题 (E) 的解. □

从泛函分析来看, 各种不同类型问题的逐次逼近法都蕴含一个共同的内容, 一般被称作 Banach 压
缩映像原理. 内容如下：

定理 2 Banach 压缩映像原理：设 D 是 Banach 空间 X, ∥ · ∥ 的一个非空闭子集, T 是 D 到其自

身内的映射且在 D 内满足 Lipschitz 条件, 则必存在唯一的 x∗ ∈ D, 使得 Tx∗ = x∗, 即 T 在 D 内有唯

一的不动点 x∗.

我们略去通过 Banach 压缩映像原理对上述 Picard 定理的证明.

人们很早就考虑了右端函数 f(x, y) 不满足 Lipschitz 条件的情况, 如方程 y′ =
√
|y|. 这里, 一个很

重要的问题是: 为证明解的存在性, 是否只要 f 具备连续性就够了? Peano 第一个给这个问题以正面解
答, 并建立了解的局部存在性定理, 即

定理 3 Peano 定理：对在区域 D : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b 内的连续函数 f(x, y), 则初值问题

E :
dy
dx = f(x, y), y(x0) = y0,

在区间 I = [x0 − h, x0 + h] 上至少存在一个解, 其中常数

h = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈D
|f(x, y)|.

关于该定理的证明有很多方法, 基于几何直观考虑我们选取如下的 Euler 折线法：

证明概要 对上述初值问题 (E), 记沙漏形区域

∆h =
{
(x, y)

∣∣|y − y0| ≤M, |x− x0| ≤Mh
}
,

则曲线 Γ : y = y(x), (|x− x0| ≤ h) 处在区域 ∆h 中. 我们进行如下构造：

(1) 把区间 [x0 − h, x0 + h] 进行 2n 等分; 作直线 lk : x = x0 +
kh

n
(−n ≤ k ≤ n); 记 P0 = (x0, y0);

(2) ∀0 ≤ k ≤ n− 1, 递归定义 Pk+1 : Pk+1 = l (Pk) ∩ lk+1, 其中 l(P ) 表示 P 的线素, 负数类似;

(3) 得到折线 γn = [P−n, · · · , P−1, P0, P1, · · · , Pn] ⊂ ∆h.

此时设 Pk (xk, yk), 则

yk =

yk−1 + f (xk−1, yk−1) (xk − xk−1) k > 0

yk+1 + f (xk+1, yk+1) (xk − xk+1) k < 0

2
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则 γn 称为初值问题 E 的 Euler 折线. 设其函数表达式为 y = φn(x), 则

φn(x) =


y0 +

s−1∑
k=0

f (xk, yk) (xk+1 − xk) + f (xs, ys) (x− xs) s ≥ 0

y0 +
−s−2∑
k=0

f (xk, yk) (xk−1 − xk) + f (xs+1, ys+1) (x− xs+1) s < 0

其中 s =

[
n (x− x0)

h

]
, 即 xs < x ≤ xs+1. □

事实上, 上述 yk 的构造过程也可利用差分

yk − yk−1

xk − xk−1

= f(xk−1, yk−1)

得到. 该方程实际上就是 Cauchy 问题 (E) 中将微商换作差分, 于是 Euler 折线法又被称作差分法.

1.2 Schauder 不动点

定理 4 Schauder 不动点定理：设 K 是 Banach 空间 X, ∥ · ∥ 的一个有界凸闭集, T 是 K 到其自

身内的任一全连续映射, 则 T 在 K 内至少有一个不动点.

这里, T 全连续是指它将 K 的任一有界闭集均映为相对紧集.

下面, 我们考虑通过该定理证明上述 Peano 存在性定理.

证明概要 考虑 I 上的一切连续函数所构成的空间 C, 赋予其范数

∥y(·)∥ = max{|y(x)|
∣∣x ∈ I}, (y ∈ C),

则容易验证 X 是 Banach 空间. 于是考虑 X 的子集

K = {y(·)
∣∣y(·) ∈ C, ∥y(·)− y0∥ ⩽Mh}

和 K 上的积分算子

(T (y))(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds, y ∈ K,

于是只要证明算子 T 在 K 上有一个不动点.

由定义, 不难证明 K 是一凸闭集, 从而易得 T 是 K → K 的算子. 此时, 考虑 y∗, yi ∈ K, (i ∈ N+)

且 yi 收敛至 y∗, 则显然 yi 一致收敛于 y∗, 从而由

lim
i→∞

(T (yi))(x) = lim
i→∞

y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds = (T (y∗))(x)

说明 T 在 K 上连续, 它显然是等度连续. 于是由 Ascoli-Arzela 引理则知 T (K) 相对紧, 这便证明了上
述 Peano 存在性定理. □

定理 5 Ascoli-Arzela 引理：设函数序列 {fn(x)} 在有限闭区间 [a, b] 上一致有界且等度连续, 则
可选取它的一个在 [a, b] 上一致收敛的子列 {fnk

(x)}.
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2 唯一性定理

我们研究初值问题

(E) :
dy
dx = f(x, y), y(x0) = y0

的解的唯一性. 显然仅假定方程的右端函数连续不足以保证解的唯一性. 这样, 自然产生如下的问题：函
数 f(x, y) 应具备什么条件, 才能保证初值问题的解是唯一的?

对这一问题的研究, 从 Cauchy 起已经有很多, 其中最古典的一个是 Lipschitz 条件. 1931 年 E.
Kamke 给出了比较一般的一个唯一性定理, 后来该 Kamke 定理又得到了推广. 另一方面, Van Kampen
也通过其他角度得到了很多相关成果. 本部分, 我们讨论 Kamke 一般唯一性定理及其部分推论.

2.1 Kamke 函数与比较定理

首先给出 Kamke 函数的相关概念. 事实上, 在常微分方程部分, Kamke 函数概念的引入灵感来源
于将两个纯量方程的比较推广到方程组中同一个方程的比较.

定义 1 对 Rn 上的实值连续函数 S(x), 若其具有下列性质, 则称 S(x) 为 Kamke 函数：

(1) ∀x ∈ Rn, S(x) ⩾ 0, 且 S(x) = 0 ⇔ x = 0;

(2) S(x) 是正齐次函数, 即 ∀λ > 0, S(λx) = λS(x);

(3) S(x) 具有次可加性, 即 ∀x, y ∈ Rn, 有 S(x+ y) ⩽ S(x) + S(y).

若 Kamke 函数 S(x) 也满足 ∀x, S(−x) = S(x), 则称 S(x) 为偶 Kamke 函数. 事实上, Kamke 函
数必满足 Lipschitz 条件. 此时, 我们能将第一比较定理进行推广, 即

定理 1 设 f(x, y) ∈ C(G), F (x, z) ∈ C(D), 这里区域 G ∈ Rn+1, 区域 D ∈ R2 包含所有

(x, S(y)), ((x, y) ∈ G), 且 S(y) 是 Kamke 函数. 若

∀(x, y) ∈ G, S(f(x, y)) < F (x, S(y)),

设 y = φ(x), z = ψ(x) 分别为 Cauchy 问题

y′ = f(x, y), φ(x0) = y0, z
′ = F (x, z), ψ(x0) = z0

的解, 则有如下比较定理：

(1) S(y0) ≤ z0 时, ∀x > x0 且属于 φ(x), ψ(x) 的共同存在区间, 则 S(φ(x)) < ψ(x);

(2) S(y0) ≥ z0 时, ∀x < x0 且属于 φ(x), ψ(x) 的共同存在区间, 则 S(φ(x)) > ψ(x).

它的证明十分复杂, 这里仅给出大致思路：

4
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证明概要 (1) 通过定义证明：对 Kamke 函数 S(x), ∀y, z ∈ Rn, F (x) = S(y+ xz) 在 x = 0 处的

左右导数 D±F (0) 存在且有限, 并满足 −S(−z) ≤ D±F (0) ≤ S(z);

(2) 将 y 扩充到 φ(x), 它满足 −S(−D±φ(x)) ≤ D±S(φ(x)) ≤ S(D±φ(x));

(3) 分情况 S(y0) < z0 与 S(y0) = z0, 分别说明 x > x0 且与 x0 充分靠近时, S(φ(x)) < ψ(x);

(4) 接下来类似比较定理的原证明过程即可. □

定理 2 第二比较定理的推广：设 f(x, y), F (x, z) 满足定理 1 的条件, 但当 (x, y) ∈ G 时有

S(f(x, y)) ≤ F (x, S(y)). 若 y = φ(x) 与 z = ψ(x) 分别是初值问题

y′ = f(x, y), y(x0) = y0, z′ = F (x, z), y(x0) = S(y0)

在 a < x < b 上的解, x0 ∈ (a, b) 且 ψ(x) 在 x0 ≤ x < b 上是后一方程的最大解, 在 a < x ≤ x0 上是最

小解, 则 x0 ≤ x < b 时 S(φ(x)) ≤ ψ(x); a < x ≤ x0 时 S(φ(x)) ≥ ψ(x).

它的证明过程与第二比较定理的证明过程完全类似, 不再赘述.

2.2 Kamke 一般唯一性定理

首先我们注意到探究解的唯一性问题时, 若给定方程组

(E) : y′ = f(x, y),

于是在某种意义上可将其化作比较定理的一个应用.

事实上, 若 (E) 过点 (x0, y0) 有两解 y = φ(x), y = ψ(x), 则令 z = y − φ(x), 原方程组可化作

(E)′ : z′ = f(x, z + φ(x))− f(x, φ(x)) ≡ g(x, z).

此时, h(t) = ψ(x)− φ(x) 便是 (E)′ 过点 (x0, 0) 的一个解. 于是只要说明 (E)′ 过 (x0, 0) 只有零解.

考虑通过 Kamke函数 S(x)对 (E)′ 的解与 (E1) : z
′ = ω(x, z)的解进行比较,在 ω(t, z)和 f(x, y)

之间通过 S(x) 建立某种关系, 使方程 (E1) 过 (x0, 0) 只有零解. 整理思路之后我们得到了如下的定理：

定理 3 Kamke 一般唯一性定理：对 x ∈ (0, a), z ≥ 0 上的非负连续函数 ω(x, z), ω(x, 0) = 0, 且

∀α ∈ (0, a), (E1) : z
′ = ω(x, z), 0 < x ≤ α

满足 z(0) = z′+(0) = 0 的可微解只有 z = 0. 若函数 f(x, y) 在区域 G ∈ Rn+1 : |x−x0| < a, |y− y0| < b

上连续, 且对任一偶 Kamke 函数 S(x), x ̸= x0 时有

∀(x, y1), (x, y2) ∈ G, S(f(x, y1)− f(x, y2)) ≤ ω(|x− x0|, S(y1 − y2)),

则方程组 (E) : y′ = f(x, y) 在 G 内过 (x0, y0) 的解唯一.

5
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证明概要 不失一般性, 不妨 x0 = 0, y0 = 0, 设 (E) 过 (0, 0) 有两个解 y = φ(x) 与 y = ψ(x) 且

在同一区间 r < x < t 有定义, 这里 −α ≤ r < 0 < t ≤ α.

首先证明: 在 0 ≤ x < t 上 φ(x) 与 ψ(x) 重合, 即 g(x) = φ(x) − ψ(x) = 0, (0 ≤ x < t). 否则, 则
(E) 过 (σ, η) 必存在唯一左行饱和最小解 ρ(x) ≥ 0, 这里

σ ∈ (0, t), g(σ) ̸= 0, η = S(g(σ)) > 0.

设 ρ(x) 的存在区间为 0 ≤ σ′ < x ≤ σ, 我们可以类似 §2.1 定理 1 的证明过程, 并运用第二比较定理的
推广形式, 得到:

S(g(x)) ≥ ρ(x) > 0, (0 ≤ σ′ < x ≤ σ).

进一步通过 ρ 的饱和性与延伸定理, 证明 σ′ = 0, 即 ρ(x) 的存在区间为 0 < x ≤ σ. 定义 ρ(0) = 0, 运
用 §2.1 定理 1 证明概要 (2) 的结论, 得到 ρ′+(0) = 0. 这便证明了 φ(x) 与 ψ(x) 在 0 ≤ x < t 重合.

然后利用第二比较定理的推广形式, 利用不等式

D+S(g(x)) ≥ −S(−g′(x)) = −S(y′(x)) ≥ −ω(|x|, S(g(x))).

即可得到 r ≤ x < 0 上的重合性. 具体过程留待读者完善. □

推论 设 f(x, y) 在区域 R ∈ Rn+1 : |x− x0| < a, |y − y0| < b 上连续且满足广义 Lipschitz 条件：

S(f(x, y1)− f(x, y2)) ≤ LS(y1 − y2),

这里 S(x) 是偶 Kamke 函数, L > 0 是 Lipschitz 常数, 则方程组 (E) 在 R 内过 (x0, y0) 的解唯一.

事实上, 在 Kamke 定理中取 ω(x, z) = Lz 即得到该推论.

2.3 整体唯一性定理

最后, 我们介绍如下的整体唯一性定理：

定理 4 设 f(x, y) ∈ C(G), 其中区域 G ∈ Rn+1. 若方程组 (E) 过 G 内每一点都局部存在唯一解,
则 (E) 过 G 内每一点在整个区域 G 内都必存在唯一的饱和解.

证明概要 存在性显然, 只证明唯一性. 任取 (x0, y0) ∈ G, 设 y = φ(x) 和 y = ψ(x) 是过 (x0, y0)

的两个饱和解, 于是只需证明在二者的共同存在区间上有 φ(x) ≡ ψ(x).

利用反证法, 设 x1 > x0, φ(x1) ̸= ψ(x1), 于是有

∃x2 ≥ x0, φ(x2) = ψ(x2), ∀x ∈ (x2, x1), φ(x) ̸= ψ(x).

但是对充分小的 ε > 0, 存在 (x2, φ(x2)) 的邻域 V ∈ G, 使得方程组 (E) 在 V 内过 (x2, φ(x2)) 的

解唯一且当 |x− x2| ≤ ε 时,(x, φ(x)), (x, ψ(x)) ∈ V . 这便推出 φ(x) = ψ(x), 矛盾！定理得证. □
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